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Le théoreme des développements
finis



Rédexes créés

# Lors d’une contraction (Ax . u)v — u[x:=v], si:

— u = C|xt]

— )

alors u[x:=v] contient un sous-terme (Ay . s)(t[x:=v]): c’est
un rédex créé

* Théoreme des développements finis: « si on ne contracte
pas les rédexes créés, alors la réduction termine »

s e G OO OLIEO e e

Q= (Ax.xx) (Ay . yy) = (Ay . yy) (Ay . yy): rédex créé: stop



Exemple de développements finis
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Formalisation: le A *-calcul

Ce sera la seule forme de rédex du A*-calcul

La syntaxe du A™-calcul: ,
— non, (Ax . s)t n’y est pas un rédex

Sl O
X,Y,z, ... vari® ies (en nb. co dénombrable)

st -~ vplication (de s a t)
Ao A-abstraction (fun x -=> s, en Caml)
(A*x .s)t rédex

(A*x . s)t n’est pas une application;
pensez-y comme let x=f ins

tout ca a
a-renommage
pres, bien L’étoile parcourt un ensemble;
entendu sij’ai besoin d’en prendre plusieurs, je les

représenterai avec des couleurs différentes



Formalisation: le A *-calcul

* La syntaxe du A*-calcul:

Sl
X,Y,z, ... variables (en nb. co dénombrable)
st application (de s a t)
A s A-abstraction (fun x -> s, en Caml)
(A*x .s)t rédex

* Unique regle: (B*) (A™x . u) v — u[x:=0]

* Nous allons montrer que —¢+ termine (fortement)



Terminaison: ler essai

* Technique de base: montrer que tout A*-terme u
termine, par récurrence sur (la taille de) u

+ (Cas de base: les variables terminent (normales)

“ Cas Ax . u: les seules réductions o partant de Ax . u
sont de la forme
AX . U= AX . U1 — ... = AX . Uy — ... (c0)
OUU=Uy—> UL —> ... —> Uy —> ... (o)

impossible car u termine, par hyp. réc.



B BRI = B non, u, ne peut pas étre de la forme A*x . s:
]_ A*x . s ne fait pas partie de la syntaxe du A*-calcul
noter que, méme si u, est de la forme Ax . s, (rappel: (A*x . s)t n’est pas une application,
U, vp n’est pas un rédex en A*-calcul c'est un let)

Cas uv: les seules réductions o« partant de uov sont de la forme
s nl O a2 s Unsty ) s (OO)

ol u=ug, v=0q, et ot pour tout:, [u; v; — Ui vi+1 dong]
— soit u; — ui1 et vi= viy1 (type « gauche »)
— soit Ur=ll a0 (type « dI‘Oit »)

Par hyp.réc., u termine donc # fini de types « gauche »
De méme, v termine donc # fini de types « droit »

Donc la réduction donnée partant de uv ne peut pas étre o



Terminaison: ler essai

Cas (A*x . u)v: les seules réductions co partant de (A*x . u)v sont de la forme
(1) ()\*x . uo)vo = g (A*x : Lll) (O e I e ()\*x s un) Gl s (OO)
ou(2) A*x.ug)vo—= A*x.u1)vi— ... = (A*x . uy) vy = uy[x:=v,] — ... (0)

ol u=uo, v=vo, et o pour tout i (i<n dans le 2nd cas),
— soit u; — ui+1 et vi= viy1 (type « gauche »)
— so1t u; = Ui+ et vi— Vi1 (type « droit »)

Par hyp.réc., # fini de types « gauche », idem types « droit », donc (1)

impossible
Le truc: quantifier sur les substitutions (paralleles)
Comment conclure dans le cas (2)?

On pourrait montrer que si u termine et v termine, alors u[x:=v] termine,
mais pour c¢a il faudra aussi montrer que u|[x:=v][y:=w] termine, etc.



Substitution parallele

+ Une substitution O est une fonction d’un domaine fini

de variables vers les termes
GEeibei o 0 0 (x; distinctes 2 a 2)

dom O £ {xy, ..., x»n} yld O = U™ tv(v;)

* On définit u0 lorsque bv(u) N (dom O Uyld 0) =&

g E D sl s e donm ©

(St)@ = (56)(t6) généralise la notion de
( Ax . 5)6 = Axy . sO substitution de la derniere fois
(cas m=1)

((A*x.s)t)0 = (A*x . (s9))(t0)



Substitution parallele

* Lemme. Si0 £ [x1:=01, ..., Xpn:=0n], et z €& dom O U yld O,
alors (u0)|z:=t| = u[x1:=v1, ..., Xm:=0m, z:=t]

+ Preuve: récurrence sur (la taille de) u.

Le seul cas intéressant est si # est une variable:

s siu—u Ozt = vl z=tl— vicar z & yldiB
=0 s =0 D]

S stu—7z Wzl zl7 icarz & dom ¢

=l =

* (autres variables: trivial)



La proposition clé

* Soit SN # {termes qui terminent (fortement)}

& Seit SN = [substitutions O = | x1:=01, ..., =0 ]

telles que tous les v; sont dans SN}

“ Proposition. Pour tout A*-terme u,

pour toute O € SN, u0 &€ SN.

* Preuve: (presque) comme avant:
récurrence sur la taille de u.

+ Attention: ce qu’on prouve par récurrence, ¢’ est « pour

toute O € SN, u0 € SN » avec le quantificateur sur O.



Cas 1/4: variables

Proposition. Pour tout A*-terme u,

. : - toute O € SN, u6 & SN.
* Si u est une variable, POFEFOHE =

¥

pour toute 0 £ [x1:=vy, ..., Xm:=vm] € SN,

» si u € dom 0O, disons u=x;, u0=v; est dans SN,
puisque 6 € SN

R/

+ sinon, uO=x est en forme normale, donc dans SN



+ S1u est

Cas 2/4: A-abstraction

Proposition. Pour tout A*-terme u,
pour toute 0 € SN, u0 € SN.

une A-abstraction Ax . s,
pour toute 0 £ [x1:=vy, ..., Xm:=vn] € SN,

* (Ax.8)0 =« Az . s[x:=z]O (z fraiche, i.e., & dom O U yld O)

“ les seules réductions o« partant de Ax . u sont de la forme
AZ . Ug—=Az. U1 — ... = AzZ. Uy — ... (o)
otEs(Zl0=to =t >, )
impossible car s[x:=z]0 termine, par hyp. réc.

Note: taille de s[x:=z] = taille de s
<taillede u =Ax.s



Cas 3/4: application

Proposition. Pour tout A*-terme u,

* Si u est une application st, pour toute O € SN, 10 € SN.
pour toute O = [X1:=U1, s xm::pm] = SN

+ 10 = (s0)(t0)

“ les seules réductions o partant de u6 sont de la forme
Uo V) —> ULTV1—> ... = Uy Uy —> ... (c0)
ol sO=uo, t0= vy, et ou1 pour tout i, [u; vi = ui1 Vi1 donc]
— soit Wi == U1 eC0;=-U (type « gauche »)
— soit u; = ui+1 et v — vis1 (type « droit »)

+ Par hyp.réc., sO termine donc # fini de types « gauche »
* De méme, t0 termine donc # fini de types « droit »

* Donc la réduction donnée partant de u0 ne peut pas étre o



Cas 4/4: let (1¢re partie/2)

Proposition. Pour tout A*-terme u,
Siu est un let (A*x . s)t, pour toute 6 € SN, u6 € SN.

pour toute O £ [x1:=vy, ..., Xm:=Um] € SNY

e Aol |0:)(10) (z fraiche, i.e., &€ dom O U yld 0)

les seules réductions o partant de 10 sont de la forme
(1) A*z.up)vo—= A" z.u1)v1— ... = (A" z.u,) v, — ... (c0)
ou(2) A*z.ug)vo—= A" z.u1)vi— ... = A*z.un) vn — uyz:=v,] — ... ()

ou s[x:=z]0=uo, t0=vo, et ot pour tout i (i<n dans le 2nd cas),
— soit u; — ui1 et vi=vi1 (type « gauche »)
— soit Wr—lareir=>2rl (type « dl‘Oit »)

Par hyp.réc., # fini de types « gauche » et « droit », donc (1) impossible



Cas 4/4: let (2¢me partie/2)

Proposition. Pour tout A*-terme u,
Siu est un let (A*x . s)t, pour toute 6 € SN, u6 € SN.

pour toute O £ [x1:=vy, ..., Xm:=Um] € SNY

les seules réductions oo partant de u0 sont de la forme
(2) (A*z.ug)vo—= A" z.u1)v1— ... = (A*z. un) vn = uy|z:i=v,] — ... ()
ou s|x:=z|0=uo, t0=0vo, et o pour tout i (i<n dans le 2nd cas),
— soit u; — ui1 et vi= viy1 (type « gauche »)
— soit u; = uiy1 et v; — Vi1 (type « droit »)

On aBl&=2|0=10 —~ u, et t0=v9 =~ v,
doncglx:=z]0[z:=t0] =™ u,[z:=v,] — ... (c0)

Lemme. Si 0 £ [x1:=0v1, ..., Xn:=0m],
etz & dom O Uyld 6,
alors (u0)[z:=t] = u[x1:=01, ..., Xp:=0m, z:=

Mais s[x:=z|06[z:=t0 ]
— B [ 1:=01, ..., X =Upm, 2:=10]




Cas 4/4: let (2¢me partie/2)

Proposition. Pour tout A*-terme u,
Siu est un let (A*x . s)t, pour toute 6 € SN, u6 € SN.

pour toute O £ [x1:=v1, ..., Xm:=0m] € SNY

vy, ..., Umdans SN, car OESN  nt de 0O sont de la forme
(2) (A°Z.ugJvo. Az.u1)vi— ...—= A"z.un) vn — uyzi=v,] — ... ()
ou s|x:=z|0=uo, t0 o, et ou pour tout i (i<n dans le 2nd cas),
— soit u; — uir1 et = viy1 (type « gauche »)
— soit u; = uir1 et — vip1 (type « droit »)

On as 'x._z' 6_1/{0 _ 1ot tG_UO Fie - t0 dans SN, par hyp, réc. sur t
., n — n

doncBlE=Zl0[z:=t€ | =~ u,[z:=v,] — .../ %)

C* N e I 1

= gt : Le
Mais s X ':Z: O |Z .=t6’4 _/_] cette substitution est donc dans SN )
= slx:=z] [x1:=01, ..., Xp:=0m, z:=tO]

L

alors (u0)[z:=t] = u[x1:=v, ..., Xpu:=Vm, z:=
/\

( ... est dans SN, par hyp. réc. sur s[x:=z] (note: taille=taille de s<taille de u) >




Cas 4/4: let (2¢me partie/2)

Proposition. Pour tout A*-terme u,
Siu est un let (A*x . s)t, pour toute 6 € SN, u6 € SN.

pour toute O £ [x1:=vy, ..., Xni=Unm] € SN

les seules réductions oo partant de u0 sont de la forme
(2) (A*z.ug)vo—= A" z.u1)v1— ... = (A*z. un) vn = uy|z:i=v,] — ... ()
ou s|x:=z|0=uo, t0=0vo, et o pour tout i (i<n dans le 2nd cas),
— soit u; — ui1 et vi= viy1 (type « gauche »)
— soit U; = U1 et vi— Vi (type « droit »)

On aBl=2|0=1o —" u, et t0=v9 =~ v,
doncslx:=z]0[z:=t0] —~ u,.[z:=v.] — ... (c0)

Contradiction!: S1 0 = [X1:=01, ..., Xm:=0m],

Mais s|x:=z]0[z:=t0
g rx.:Z’ [xl.:,vl o= =t6] etz % dom 6 U y1d 6,
o | - alors (ue)[ZIZt] = M[X1:=U1, ceey Xi=0m, Z:=
/\ -\

( ... est dans SN, par hyp. réc. sur s[x:=z] (note: taille=taille de s<taille de u) >




Le théoreme des développements finis

“ On vient de prouver:

“ Proposition. Pour tout A*-terme u,
pour toute O € SN, u0 &€ SN.

“ Dong, en prenant 0£|]:

* Theéoreme (développements finis).
Le A*-calcul est fortement normalisant.



Confluence du A *-calcul



Confluence locale du A *-calcul

* Nous notons que le A™-calcul est localement confluent

* Le raisonnement est exactement le méme que pour le A-
calcul (avec des étoiles en plus, c’est tout)



L.e A*-calcul est localement confluent

let < arbre pour (A*x . u)v

* 3 cas a examiner:

+ Cas 1: A
let
U=,
v argument a

o

d’un rédex

etap&

(en général,

aaaaaaaa

CCCCCCCCCCCC



L.e A*-calcul est localement confluent

let

+ 3 cas a examiner:

i A
let
U=l
u sous la
Rappel. Siu — w
alors u[x:=v] — w|x:=v]

partie A™x
. ﬁ *

d’un rédex




L.e A*-calcul est localement confluent

A
\

V

AL AA
oy

AA

* 3 cas a examiner:

+ Cas 3:
rédex disjoints

ol




Confluence du A *-calcul

Le A*-calcul termine, et est localement confluent.
Donc il est confluent (Newman)

et tout A™-terme u a une forme normale unique u |

Lemme (Newman 1941). Toute relation localement confluente
et fortement normalisable
est confluente.

0 — - _—

Note. On peut identifier les A*-formes normales avec les
A-termes (= les A*-termes sans étoile)




Confluence du A-calcul



l.arelation —1

* On définit E (effacement d’étoiles) : A* — A par
E((A*x .s)t) £ (Ax . E(s))E(t)
(et E(x)2x, E(uv)2E(u)E(v), etc.)

» Pour deux A-(pas A*)termes u et v, on dit que u —1 v ssi
il existe un A*-terme u* tel que E(u*)=u et u*|=v

+« ... autrement dit:

ajouter des étoiles sur certains [3-rédexes de u,
puis 3 -normaliser.

+ —1 est fortement confluente: la preuve en images...



l.arelation —1 est fortement confluente

u

“ Supposons u —101
etu =102




l.arelation —1 est fortement confluente

*

U

“ Supposons u —101
etu =102

gy (en A*-calcul)




l.a relation —1 est fortement confluente

*

u

“ Supposons u —101
etu =102

(en A*-calcul) \ :




l.arelation —1 est fortement confluente

“ Supposons u —1 U1 :
ety =10

“ Superposons:

*

01

(en A*-calcul) \ :

*

W (un,?(iterme)

e /
* ,Ul x \|/ i ,02 * \I/

(les formes normales existent
et sont uniques en A*-calcul)



l.arelation —1 est fortement confluente

“ Supposons u —1 U1 :
ety =10

R/
%?

Superposons:

*

01

(en A*-calcul) \ :

*

R/
%®

Donc
01 —1 W et
O —=1 W

[o N

&2
‘0
*
o
*
w ef 2
L
*
3

e *
* ,Ul x \|/ i ,02 * \I/

(les formes normales existent
et sont uniques en A*-calcul)



Confluence de —

Lemme. Si R et S sont deux relations binaires, et:
(1) RCSCR*

(2) S est confluente

alors R est confluente.

Preuve. Supposons ,V \ Donc / \
R*k g *

et donc: R

* * *
* . *
. . *
L3 . *
0| lo 0| lo

On prend maintenant R£—, S£—7: comme — est
fortement confluente, elle est confluente, et donc — aussi



Confluence de —

“ Théoreme. Le A-calcul avec B-réduction est confluent.

* La preuve usuelle utilise une notion de réductions

paralleles... que vous verrez en TD.

“ 51 vous regardez bien, vous verrez que la relation de

réduction parallele est en fait identique a —1



La prochaine fois



La prochaine fois

“ Pouvoir expressif:
machines de Turing = fonctions récursives = A-calcul

* Combinateurs de point fixe



