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o SYStémeS de types THuv: F (App T

(Abs)

* Le systeme des types simples:

* Autoréduction (subject reduction)

» Normalisation forte

* Nouveau poly:
http://www.lsv.fr/~goubault/Lambda/types.pdf



Systemes de types



Systeme de types

* On souhaite restreindre les A-termes a ceux qui sont
bien typés, typiquement pour éviter des bizarreries

* On commence par le plus simple:

le systeme des types simples

* On verra que

tout A-terme simplement typé normalise fortement (!)

» ...etqu’il y a un lien fort avec la logique
propositionnelle intuitionniste (minimale)



Types simples

“ Syntaxe des types simples:

F, G, H, =D types de base (ex: int, string, etc.)
| F = G types de fonctions

(usuellement noté F — G)

« Regles de parenthésage:
e — G =t — E=G—H]
... comme en Caml



Jugements de typage

* Un jugement de typage est un morceau de syntaxe
de la forme:
T e L S W e
Bl TN S A
Contexte de typage I
= ensemble fini de liaisons x; : L,
les x;étant distinctes 2 a 2

* On va se donner des regles de typage permettant de
dériver de tels jugements de typage



Le systeme des types simples

(Var)
B g Ml
I''Fu:Fi=F, TI'kv:F; u: b
(App) (Abs)
I' muv: Fo I x-u:F = Fy

+ Note: I, A dénote I"'union de deux contextes I et A
et toute liaison x : F1 est implicitement promue
en contexte de typage

* Probleme (formel): I', x : F1 n’a de sens que si x
n’apparait pas déja dans I

* Solution (informelle): on raisonne a a-équivalence pres



Le systeme des types simples, formellement

(Var)
I s
B s = B e yy: FibFule:=y|: Fy» (ygdomI,y & fv(u))
(App) (Abs)
I' = wuv: Fy I'EMXx-u:Fy = F5

# (est la définition du poly, qui inclut la compatibilité a I’

a-équivalence dans la regle (Abs)

(Var)
| Bk b B b e

+ malis c’ est tres formel,

FTEu:bi=F | FuiF
et on gardera et s

- i I' - uv : Fy
les regles précédentes

I'x:Fi+u:Fp
I'E Az -aus: Fii= B>

(Abs)




(Quelques exemples

(V&li’) : : (Var)
B o e e o Lz:Fro:F
FrFu:Fi=F T'Fyv:F

B ET (4bs) Note: une infinité de typages 128 PR

I'x:Fi+u:F

(ne dites pas « le type de u »!) (4bs)

DEXesus Byi=—Fs

... al’'opposé, certains termes n’ont pas de typage du tout:
supposons que xx ait un typage, autrement dit qu’il existe
une dérivation d’un jugement I' ~ xx : F.

Nécessairement, cette dérivation est de la forme:

doncx:G —= Festdans T
(Var) (Var)

Pl e s T etx:GestdansT
G ndone G - F =G

impossible

Ee e



Autoréduction



Autoréductuon

“ Thm.SiT + u : F est dérivable et u =™ v

alors I + v : F est dérivable.

“ Voir lemme 1, page 4
[l suffit de le montrer lorsque u — v (une seule étape)

(et fonctionne aussi pour 1)

“ Idée: on part d'une dérivation tdel' - u : F,
on construit une autre dérivationdel' v : F



Autoréductuon

(Var)
B i ek i

“ Thm.SiT' - u: F est dérivableetu — v T I e

T'Fuv: Fy

alors T - v : F est dérivable. La:Firube o0

I'EFXz-u:F = F,

(App)

» Idée: on part d'une dérivation mtdel ~ u : F,
on construit une autre dérivationdeI' = v : F

» (Ca fonctionne par récurrence sur (la taille de) 7.
Essayez de le taire par vous-méme, ce n’est pas difficile.



Autoréducuon

(Var)
B i ek i

FlEuil=F 1yl
T'Fuv: Fy

(App)

Ix:Fi+u:F>
I'FAx-u:F;= Fy

(Abs)

* Qu’avez-vous fait quand u est lui-méme le beta-redex
contracté?

+ ((est le seul cas intéressant.

0o I e 5208 )
- (Abs) =7
I'FAXx-s: Fi=F | RS ot AE) 3
(App)

F'(Ax-s)t: F



Retour a la preuve d autoréduction

(Var)

B i ek i
Dans le cas important Qi s ter,
I'uv: Fs
d’un redex, : LasBiewF

£ e Fibee B .
e dérive I' - (Ax.s)t : F (Abs) i

')Az -u:F=F

I'FXx-s: Fi=F I'Ht: F
a partir de dérivations Th(Ac-s)t: F

m:l, xxFi—s:F et mo:1'+t:65H

Sous ces hypotheses,
on fabrique une dérivation de I' - s[x:=t] : F

; Petit souci: quand on remonte
Par récurrence sur 711: exercice. r1, le contexte I' change

(« On remplace tout axiome I', x:F1 - x:Fidans mi par o : I' = ¢ : F1 »)

dans




Retour a la preuve d autoréduction

(Var)
B i ek i

I'Fu: F, = Fy Fl—'UZFl
T'Fuv: Fy

“ Une solution possible: montrer que sil’on a DEUEISEN

')Az -u:F=F

(App)

des dérivations

m:l, x:F,LA-s:Getmp:I' ¢ F
alors on peut dériver I', A + s[x:=t] : G
pour tout contexte A tel que I, x:F, A ait un sens.

“ Par récurrence sur T, et ¢a passe, mais pour la regle
(Var) on a besoin d’un...



[.emme d’atfaiblissement

B i ek i

(Var

FrFu:Fi=F TFv:F

T'Fuv: Fy

+ Lemme (affaiblissement). T

I'EFXz-u:F = F,

)

(App)

(Abs)

Sil + v: Festdérivable,

pour tout A tel que I',A a un sens, alors
le jugement I'’A + v : F est aussi dérivable.

“ Voir lemme 2, page 5.

“ Exercice: faites-en une preuve formelle, et traitez
correctement le alpha-renommage.




Retour a la preuve d autoréduction

(Var)
B i ek i

I'Fu: F, = Fy Fl—'UZFl
T'Fuv: Fy

(App)

I'x:Fi+u:F

+ Si1’on a des dérivations TSV

(Abs)

m:l, x:F,LA-s:Getmp:I' ¢ F
alors on peut dériver I', A + s[x:=t] : G

* Dans le cas o1 mt; finit par (Abs), la preuve passe toute
seule maintenant

+ Pour (Var)...



Retour a la preuve d autoréduction

(Var)
B i ek i

I'Fu: F, = Fy Fl—'UZFl
T'Fuv: Fy

+ Si11’on a des dérivations -
')Az -u:F=F
m:l, x:F,LA+s:Getmp:I' -t F

(App)

(Abs)

alors on peut dériver I', A - s[x:=t] : G

+ Pour (Var), soit s=x, s|x:=t]=t, F=G, et
on obtient I', A  t : G par affaiblissement a partir de

* soit s=y=x, 1 dérive I, x:F, A - y : G par (Var) et
on dérive I', A - y : G par (Var) aussi.



La correspondance
de Curry-Howard



Curry-Howard

* Ah bon, je ne vous avais pas dit que je vous en parlerais
dans le préambule? :-)



%

Curry-Howard

La légende dit que H.B. Curry se serait apercu qu’il
écrivait F = G pour:

... le type des fonctions de F vers G

... et aussi la formule « F implique G »

Serait-ce une coincidence? []e ne crois pas...]|

Par Gleb.svechnikov — Travail personnel, CC BY-SA 4.0,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=58344593



Curry-Howard

(Var)
B g Ml

B A e R e e T F,X:Fll_u . Py

App Abs
' uv: by ( ) I'FAXx-u: F; = Fy ( )

“ Systeme de typage

(je prends la version simplifiée)



Curry-Howard

(Var)
. FH F

J = Fr—F Fi F, Fi F5

App Abs
kL e ( ) s Fy = Fy ( )

“ Systeme-de-typage Systeme de déduction naturelle

pour une logique

* (la logique propositionnelle intuitionniste minimale)



Curry-Howard

AX
IR e F( )

| Fr=F Tk e e T B Fi F5

Abs
Sous les hypotheses I et F, je peux = 1= 5

affirmer F

“ Oystente-aetypage oystelie ue uéduction naturelle

pour une logique

* (la logique propositionnelle intuitionniste minimale)



Curry-Howard

(Ax)

I, F+r F

Jx Fi=F T Fi F, Fi F5

Abs
- B (=E) - F, = F o)

SY Sans varier les hypotheses T, si je duction naturelle

PC peux démontrer F1 = F; et Fy, je
1 peux en déduire F»> . . Assais
(I (élimination de =: on élimine un ionniste minimale)

= de F1 = F> pour obtenir F>)



Curry-Howard

(Ax)
I, F+r F

| Fi=F T Fi F, Fi F5
- 5 (=E) L+ =

Sys{éme_ée_t_pr.em Qivrctomo Ao dAadrictinn natiivall,

pour une logiqu Pour démontrer F1 = F> (en bas),

(=1)

on démontre F>
sous I'hypothese supplémentaire F;
(introduction de =)

(la logique prop



['-

Curry-Howard

(Ax)

I, F+r F

Fr—F Fi F, Fi F5

T- B (=E) - F, = F,

# Cecl est ce qu’on appelle le systeme de

déduction naturelle (Gentzen 1934; Prawitz 1965)

“ pour une logique quand méme tres peu expressive!

juste I'implication comme connecteur logique...
(on fera mieux les prochaines fois)

(=1)



Curry-Howard

(Ax)
I, F+r F

J = Fr—F Fi F, Fi F5

Bk Fy (=E) T e (=1)

“ Réciproquement, a partir d’'une preuve de I' ~ F

dans ce systeme, on peut reconstruire un terme u tel
que I - u : F soit dérivable

(décorer les formules de I' de variables, et suivre la forme des regles)



Curry-Howard

(Ax)
B Pl 0 F3
I'ru:. Fi=F Itk v F F, x: Fy u. F5
T+ uo: F (=E) e s T (=1)

“ Réciproquement, a partir d’'une preuve de I' ~ F

dans ce systeme, on peut reconstruire un terme u tel
que I - u : F soit dérivable

(décorer les formules de I' de variables, et suivre la forme des regles)



Curry-Howard

(Ax)
B Pl 0 F3
I'ru:. Fi=F Itk v F F, x: Fy u. F5
T+ uo: F (=E) e s T (=1)

“ Réciproquement, a partir d’'une preuve de I' ~ F

dans ce systeme, on peut reconstruire un terme u tel
que I' - u : F soit dérivable: un terme de preuve

(décorer les formules de I' de variables, et suivre la forme des regles)

* Attention, u n’est pas unique
(Ex: montrer que F, F - F a deux termes de preuve)



Normalisation forte



Normalisation forte

+ Normalisation forte:

sil ~ u: F dérivable alors 1 est fortement normalisable.

« S'il y a un résultat mathématique non trivial
aujourd’hui, c’est celui-ci!

“ On va le démontrer pour {3, le poly traite aussi de n



Normalisation forte

+ Normalisation forte:

sil ~ u: F dérivable alors 1 est fortement normalisable.

“ Faites l’expérience suivante:

posez SN = {u | u est fortement normalisable}
et essayez de démontrer le théoreme ci-dessus
par récurrence sur (la taille de) u

“ Vous devriez buter sur le cas des applications:
uv —=* (Ax.s)t — s[x:=t] =* ...



Normalisation forte

+ Normalisation forte:

sil ~ u: F dérivable alors 1 est fortement normalisable.

* Comme pour les développements finis, on peut espérer
montrer que u6 € SN pour toute substitution 6 € SN
(i.e., qui envoie toute variable vers un terme de SN)

“ Vous devriez encore buter sur le cas des applications
(uv)0 —=* (Ax.s)t — s|x:=t] =* ...



Normalisation forte

+ Normalisation forte:

sil ~ u: F dérivable alors 1 est fortement normalisable.

* On ne peut pas y arriver comme ¢a,

pour la simple raison qu’aucune de ces techniques de

preuve n’utilise le typage
(sans typage, il y a des termes non fortement

normalisables)



Normalisation forte

+ Normalisation forte:

sil + u: F dérivable alors u est fortement normalisable.

# Solution (Tait, années 60): on va démontrer que u vérifie
une propriéeté REDr

— plus forte que (impliquant) la normalisation forte,
— et dépendant du type F.

« L'intuition est difficile a expliquer...
je vais faire deux tentatives, et je compte
sur vous pour potasser le poly (ou ces transparents“)'!

https://il.rgstatic.net/ii/profile.image/279214973571093-1443581445569 Q512/William-Tait-3.jpg



Réducubilité: intuition #1

* Le probleme était I’application uv. On va définir REDr
pour rendre ce cas facile (et méme trivial):
on pose REDr—¢g = {u | pour tout v € REDf, uv € REDg]}

+ et on montre que sil  u : F dérivable alors u € REDr.

+ (en fait que u0 € REDr pour toute substitution 6 € REDr; je
définirai REDr plus tard)

“ 51 vous n'avez pas fait 'expérience d’il y a 4 transparents,
faites-la! Essayez de voir en quoi ceci trivialise le cas
problématique.



Réductibilité

“ Il nous reste encore pas mal de travail.

* Par exemple, il va falloir que nous montrions:

(CR1) tout u € REDr est dans SN
(il faut bien que REDr soit une généralisation de SN!)

“ et cecl sera montré par récurrence sur le type F

* ainsi que deux autres propriétés (CR2) et (CR3)



Réducubilité: intuition #2

« Il y a quelques années:

Un éleve:
« Oui, mais quelle est 'intuition? »
Moi:
« on ne la comprend qu’une fois qu’on a digéré la preuve... &) »

« (Et je pense: il y a bien une explication, mais elle est stratosphérique.)



L X 4

Réducubilité: intuition #2

Un peu plus récemment, un autre éleve, —a

5
-

LeV (Léon) Gondelman: https://cs.ru.nl/~gondelman/pic.jpg
« Il N’y a vraiment pas moyen d’expliquer ¢a mieux? »

Moi: « Bon, voici I'explication stratosphérique... »

Apres l'explication, LG me dit:
« ¢a me semble beaucoup plus clair comme ¢a »

Ah bon? & Bon, alors, voici.



L"1dée stratosphérique

« Pour chaque type (=formule) F,
on va définir une valeur de vérité REDy,
ou bien [F] si vous préférez

+ Ici, une valeur de vérité sera un ensemble de termes

(vérifiant (CR1)-(CR3)), pas juste un booléen

“ Note: Godel avait déja montré dans les années 1930 que
toute sémantique complete de la logique intuitionniste
devait avoir une infinité de valeurs de vérité...



L"1dée stratosphérique

* Pour chaque type (=formule) F,
on va définir une valeur de vérité REDFr, ou bien [F] si
vous prétérez

* Ici, une valeur de vérité sera donc un ensemble de

termes (vérifiant (CR1)—(CR3)), pas juste un booléen

* de sorte que tout terme de type F sera dans [F]

(j'ignore les contextes pour l'instant...)

+ et [F] €SN (c’est (CR1))



Interprétation de Brouwer-Heyting-Kolmogorov

+ [Jidée fondamentale de Brouwer:

« la valeur de vérité [F]

de F est

I’ensemb]

e de ses preuves »

(attention: c’est I'idée, mais pas tout a fait ce qu’on va faire; au lieu de preuves, on va

prendre deS /\_termes non typésl C'est plus Slmple) http://www.bibmath.net/bios/images/brouwer. jpg

* Une preuve de F=G est un programme u qui prend en

entrée des preuves de F et retourne des preuves de G

& Formellement, [[F=>G]] a {u i e H:F]], HO & [[G]]}

Comparer a: REDr—¢ =

lu | VYV v& REDr, uv € REDg}



Les propriétés (CR1)-(CR3)

¢+ Une valeur de vérité (nom officiel: un candidat de

réductibilité) est un ensemble S de A-termes tel que:
o (CRl) S Q SN (rappel: on veut que tout u € REDr soit dans SN)
* (CR2) pourtoutu €S, siu—=u"alorsu’ €S

# (CR3) pour tout u dont tous les réduits en une étape

sont dans S, et qui est neutre, u est lui-méme dans S
(la condition la plus mystérieuse... et la plus utile dans la suite!)



Les propriétés (CR1)-(CR3)

“ En abrégé:

= (CR1):S5SE SN

< (CRZ) siueS—u'alorsu’ &S (on suit les réductions en avant)

U neutre
& (CR3) S1 / l\ alorsu €S (réductions en arriere)
&5

u/ u, u/

ou u neutre ssi pas une A-abstraction.



Les propriétés (CR1)-(CR3)

“ En abrégé:

e (@RS E SN

* (CRZ) siueS—uy'alorsu’ €S (on suit les réductions en avant)

s (CR3) Sl u neutre alorsu &S (réductions en arriere)

/1N cs

J

u' 4 u

+ En par ticulier (car toute variable est neutre et n’a aucun réduit):

toute variable est dans tout candidat de réductibilité S



La sémantique de =

(CR1) SCSN
(CR2)siueS—u'alorsu’ €S

(CR3) si uneutre i, e8

T
e nposes— 5 -l |l Yvesgoe S —

(de sorte que [F=G] = [F]=I[G], i.e. REDr—c = REDr= REDg)

* Montrons que:

“ Lemme A. (C’esten gros le bas de la p.7, haut p.8 du poly)

SiSetS’ sont des candidats de réductibilité,
alors S = S’ aussi.

* Preuve dans les transparents suivants (¢a va prendre du temps!)



S= §"vérihie (CR1)

(si S et S’ sont des candidats) (CR1)SCSN

(CR2)siueS—u'alorsu’ €S

+ Soity € (ol (CR3)si UXleutre .josues
/1IN s

ul u, ul

S—5 =l Y ocesS uncs|

+ On veut montrer u & SN.



S= §"vérihie (CR1)

(si S et S’ sont des candidats) (CR1)SCSN

(CR2)siue S —u’alorsu’ €S

Soit u € =5 (CR3) si u;jeutre alors u € S
/1N, s

w'oy u

S5—0o =il YoEesS uoc S|

Donc u &€ SN.



S= §"vérihie (CR1)

(si S et S’ sont des candidats) (CR1)SCSN

(CR2)siue S —u’alorsu’ €S

Soit u € =5 (CR3) si u;jeutre alors u € S
/1N, s

w'oy u

S5—0o =il YoEesS uoc S|

Donc u & SN.



+ On choisit un élément v de S.

S= §"vérihie (CR1)

(si S et S’ sont des candidats) (CR1)SCSN
(CR2)siueS—u'alorsu’ €S

SOlt U & S =, S’ (CR3)si HDieutre qiorsues
A

ul u, u’ —~

S—8 =il YoEes nocsS|

+ Par déf. de S = S’, uv est dans S’

: u%%ée\'
+ Or S’ est un candidat, donc vérif - Qnon eS’i‘O

Yo 7
% A O“S \XY *
» Donc uv € SN | Cette demt es’i\’ 1Y€

+ Toute réduction int erait une réduction infinie

dans uv: impossible

- Donc u &€ SN.



S= §"vérihie (CR1)

(si S et S’ sont des candidats) (CR1)SCSN
(CR2)siueS—u'alorsu’ €S

. . u neutre
. SOlt 1 E S = S/ (CR3) si /l\ CSalors uES
i =

On choisit un élément v de S. T

T — T——

» Par déf.de S= S’, uvest 'ans S’

Or S’ est un candidat, dor Pourquoi un telv 3y C 9N
existe-t-il-donc?
Donc uv &€ SN

» Toute réduct

Grace au fait que S satisfait (CR3),
donc contient toutes les variables.
On peut donc prendre v = une variable.

dans uv: img

Donc u € SN\



S= §"vérihie (CR2)

(si S et S’ sont des candidats) (CR1)SCSN

(CR2)siueS—u'alorsu’ €S
(CR3)si UXleutre .josues

/1IN cs

ul u, ul

* SoituesS=5  u—u’

S—5 =l Y ocesS uncs|

* Onveutmontreru’ €S =25".



S= §"vérihie (CR2)

(si S et S’ sont des candidats) (CR1)SCSN

(CR2)siue S —u’alorsu’ €S
(CR3) si uneutre ,jorsy e S

/1IN cs

ur u, ur

* SoituesS=5 u—u’

X/
%*

S5—0o =il YoEesS uoc S|

¢+ Comme v est arbitraire, u’ €S5S = 5’, par déf.de S = §".



S= §"vérihie (CR2)

(si S et S’ sont des candidats) (CR1)SCSN

(CR2)siue S —u’alorsu’ €S
(CR3) si uneutre ,jorsy e S

/1IN cs

ur u, ur

SoitueS=5 u—u’

S5—0o =il YoEesS uoc S|

Comme v est arbitraire, u’ € S = S’, par déf. de S = S".



S=> 5 véritie (CR3)

(si S et S’ sont des candidats) (CR1)SCSN
(CR2)siueS—u'alorsu’ €S

(CR3) si uneutre i, e8

» Ca, c'est la partie la plus compliquée i .
* Je vais vous expliquer ¢a en plusieurs S=S§={ul VoeS,weSs)

etapes.



S= §"vérihie (CR3)

(si S et S’ sont des candidats) (CR1)SCSN

(CR2)siueS—u'alorsu’ €S

(CR3)si UXleutre .josues

* 501t u neutre /1N o

/l\ g S = S/ | =S =il YueS e s}

u/ u, u/

* Montrons queu € 5 =S5



S= §"vérihie (CR3)

(si S et S’ sont des candidats) (CR1)SCSN

(CR2)siue S —u’alorsu’ €S

, . (CR3) si u neutre al e
i SOlt u neUtre _ . ,/l\ C S -
u' 'y ou o=

/l\ g S = S/ S=5 =l YoesS eS|

u/ u, ul

¢+ Comme v arbitraire, u €S5S = S’, par dét. de S = §".



S= §"vérihie (CR3)

(si S et S’ sont des candidats) (CR1)SCSN

(CR2)siue S —u’alorsu’ €S

o . (CR3) si u neutre | e
U =

/l\ g S = S/ S=S =lnlYo&Ss e S}

u/ u, ul

+ Comme v arbitraire, u €S = S’, par déf. de S = S".



S= §"vérihie (CR3)

(si S et S’ sont des candidats) (CR1)SCSN

(CR2)siue S —u’alorsu’ €S

o . CR3) si u neutre -
+ Soit U neutre _( )si Zhlhom . M

/l\ g S =L S/ S—=S5 =l YoesS o5

u/ u, u/

%*

% Pourquoi n’y ==t pas de 3eme cas ou 1o serait lui-

méme un redex?
car u est neutre (pas une A)



S= §"vérihie (CR3)

(si S et S’ sont des candidats) (CR1)SCSN
(CR2)siue S —u’alorsu’ €S
(CR3)si M neutre alorsu €S

A ‘ N
¥

LS Il
y? Y,

P C s

+ Soit 1 neutre

T A

ul u, u/

S—& =l YoES nocsS|




S = S vérifie (CR3)

(si S et S’ sont des candidats) (CR1)SCSN

(CR2)siueS—-ualorsu’ €S

. . . CR3) si uneutre 1oy e S
Soit 1 neutre et v arbitraire € " AR - . ;
/l\ / S=5 =l YoesS eS|
u’ u’ u’ o= — ——

Montrons que uv € S”: ses réduits en une étape sont:

(pour aller plus vite, je noterai u’

N . un réduit en une étape quelconque
/ \ (a remphr) de u, et pareil pour v et v)
u'v
Dans S, caru’' €S= S, Dans §5’, pourquoi?
etveE S (il semble que ce soit aussi difficile

a montrer que uv € S’, non?)



S= §"vérihie (CR3)

(si S et S’ sont des candidats) (CR1)SCSN
(CR2)siue S —u’alorsu’ €S
(CR3)si HIeutre .josues

/ l N co

+ Soit 1 neutre

S—& =l YoES nocsS|




S= §"vérihie (CR3)

(si S et S’ sont des candidats) (CR1)SCSN
(CR2)siue S —u’alorsu’ €S

* . (CR3) si u neutre al s
iy _ s
u w5

/l\ g S =L S/ S—=S5 =l YoesS o5

ul u, u/




S = S vérifie (CR3)

(si S et S’ sont des candidats) (CR1)SCSN
(CR2)siueS—u'alorsu’ €S

u neutre alorsu €S

€0l netlre et v arbitraire € S°*" /N

/ LA u' oy u=
S—8 =lully S, S’
Ou bien, si vous prétérez: IS G Sl

Montrc—.l_—-»rL remreesmmeCe sUr l1a plus grande
longueur de réduction partant de v € S € SN (merci

(CR1)); ses réduits en une étape sont:

/\

Dans S, caru’' €S =5, Dans S’, par hypothese
etvES de récurrence



S= §"vérihie (CR3)

(si S et S’ sont des candidats) (CR1)SCSN

(CR2)siue S —u’alorsu’ €S

o . CR3) si u neutre -
+ Soit U neutre _( )si Zhlhom . M

/l\ g S =L S/ S—=S5 =l YoesS o5

u/ u, u/

= Quf. S= S"est un candidat, pour tous candidats S et S’.



Candidats de réductibilité

(CR1) SCSN

(CR2)siueS—u'alorsu’ €S

(CR3) si /Lt{frutre alorsu €S
* Nous avons mis ~20 pages a montrer: £ 4N cs

+ Lemme A. Si S et S” sont des candidats de réductibilité,

alors S = S’ aussi. | = lul e Supe sl

+ On pose REDy = SN, REDr-.¢ = REDr=REDg

« Vérifiez que SN vérifie (CR1)—(CR3) (facile). Donc:

* Lemme B. Pour tout type F, REDrest un candidat.

(Preuve: par récurrence sur F.)



Valeurs de -~ onu®

NS
0\15 a\]O (CR1) SC SN
(CR2)siueS—u'alorsu’ €S
(CR3) si /u<‘eutre alorsu €S
}I u’ g S

me A. Si S et S” sont des valeurs de vérité,
alors S = S’ aussi. S=5={ulVoES weSs

+ On pose [b]= SN, [F=G] = [F]=[GI

« Vérifiez que SN vérifie (CR1)—(CR3) (facile). Donc:

* Lemme B. Pour tt. formule F, [F] est une valeur de vérité

(Preuve: par récurrence sur F.)



Un point d’étape

(CR2)siueS —-u'alorsu’ €S

(CR3) si uneutre o5y eS

Nous en sommes a peu pres a la moitié £\ es

de la démonstration de:
«sil' + u: F dérivable alors u € REDr »

(en fait, u6 € REDr pour toute substitution 6 € REDr)

méme si pour le moment, tout ce qu’on a montré, c’est
que REDF est un candidat de réductibilité...

au moins ¢a permettra de déduire que u (en fait u0) est
dans SN — car REDr vérifie (CR1).



Un point d’étape

(CR2)siueS—u'alorsu’ €S

(CR3) si uneutre o5y eS

/1N cs

u' g u’

“ (’est assez fantastique: nous avons passé
tout ce temps a démontrer que REDr est bien
une généralisation de (implique) SN

L)

L)

» et c'est tout...



Deux petites précisions (1/2)

“ Lorsque u est dans REDy, on dira que
u est réductible au type F

* ... surtout pas « de » type F: il n’y a (a priori)
aucune relation entre étre dans REDF et étre de type F

“ La définition de REDF ne fait pas du tout appel aux
regles de typage!

“ J’al vu pas mal d’erreurs dans le passé liées a ca...



Deux petites précisions (2/2)

“ Lorsque u est dans REDy, on dira que
u est réductible au type F

+« ... n’arien a voir avec une notion de réduction — !

“ J’al aussi vu pas mal d’erreurs liées a ca dans le passé...

# (Oui, c’est mal nommé. Une variante a été appelée
« calculable au type F », ce n’est pas mieux...)



Un lemme utle

* Pour démontrer qu’une application uv est réductible a
un certain type G (uv € REDg), c’est facile: démontrez
u € REDr—g et v € REDr pour un certain type F

* Mais comment démontrer quune A-abstraction Ax.s est

dans REDr_g?

* Non, démontrer s € REDg ne sutfit pas.

On va montrer (roulement de tambour...):



(CR1) SC SN

Un 1€mm€ uti1€ (CR2)siu €S —u’alors u’ € S

(CR3) si uneutre oy e S

ul'/l\ cS

u/ u, —_—

* Lemme C. Si (pour tout v € REDfy, s[x:=v] € REDg)
alors Ax.s € REDr_¢

* Ca se démontre un peu comme (CR3) pour F=G,

mais en un peu plus compliqué (arg... révisez la preuve
que si S et S” sont candidats alors S = S’ vérifie (CR3) si
vous n’étes pas str de I'avoir bien comprise!)

“ Note: comparez avec la sémantique de Brouwer-H.-K.: ¢ca
dit « si s calcule une “preuve’ de G chaque fois qu’on pose
x=une preuve’ de F, alors Ax.s est une preuve’ de F=G.)



(CR1) SC SN

Un 1€mm€ uti1€ (CR2)siu€S —u’alors u’ € S

(CR3) si uneutre oy e S

u"/l\ S

y

* Lemme C. Si (pour tout v € REDy, s[x:=v] € REDg)
alors Ax.s € REDr—¢

« D’abord, on remarque que sous ’hypothese,

s est dans RED¢

(appliquer I'hypothese a v=x, qui est dans REDy,
car toute variable est dans tout candidat;
rappelez-vous, c’était a cause de (CR3).)

+ Par (CR1), s est donc dans SN,
et 'on peut donc faire des récurrences sur s le long de —.



(CR1) SCSN

Un 1€mm€ utile (CR2)siu€ S —u’alorsu’' €S

(CR3) si uneutre oy e S

u/l\ cS

4 u’ —_—

* Lemme C. Si (pour tout v € REDy, s[x:=v] € REDg)
alors Ax.s € REDP:>G ‘ Note: s est donc dans SN

# Par définition de REDr—g, il suffit de démontrer que

pour tout v € REDy, (Ax.s)v est dans REDg

* Rappel: non, (Ax.s)v n’est pas égal a s[x:=v]!
toute la difficulté de la preuve est la.



(CR1) SC SN

Un 1€mm€ uti1€ (CR2)siu €S —u’ alors u’ € S

(CR3) si uneutre oy e S

ll/l\ cS

u/ u, —_—

* Lemme C. Si (pour tout v € REDy, s[x:=v] € REDg)
alors Ax.s € REDF G Note: s est donc dans SN

T

* Par définition de REDr—g, il suffit\de démontrer que
pour tout v € REDy, (Ax.s)v est darjs REDg

* Mais (Ax.s)v est neutre, et il suffit donc de regarder ses
réduits en une étape, et d’appliquer (CR3) a S = REDg

( /\x S )’U (pour aller plus vite, je noterai s’

un réduit en une étape quelconque

N ) > de s, et pareil pour v et v’)
Dans REDg, par hypothese les / / \

(facile!) slbe— e 0 )




(CR1) SCSN

Uﬂ 1€mm€ uti1€ (CR2)siu €S —u’ alors u’ € S

(CR3) si uneutre 1,5,

/l\‘ cS

U =

Lemme C. Si (pour tout v € REDy, s[x:=v] € REDg)
alors Ax.s € REDF:G Note: s est donc dans SN

T ———

Par définition de REDr-g, il suffit de démontrer que
pour tout v € REDy, (Ax.s)v est dans REDg

Il y a maintenant trois cas (Ax.s)v

de réduction possibles: / / \

Dans REDg, par hypothese — s[x:=v] (Ax.s)v  (Ax.s)0’

(facile!)
Dans REDg, pourquoi?

(il semble que ce soit aussi difficile
a montrer que (Ax.s)v € REDg, non?)



(CR1) SCSN

Un 1€mm€ utile (CR2)siu€ S —u’alorsu’' €S

(CR3) si uneutre oy e S

1IN cs

4 u'

* Lemme C. Si (pour tout v € REDfy, s[x:=v] € REDg)
alors Ax.s € REDp—g ‘ Note: s est donc dans SN

* Par définition de REDr—g, il suffit de démontrer que
pour tout v € REDy, (Ax.s)v est dans REDg

*

* par récurrence sur (s, v) ordonné par —* Xiexicogr. =

“ ou, si vous préférez, sur la somme des plus grandes
longueurs de réduction partant de s et partant de v

“ Dans les deux cas, c’est possible parce que s et v sont dans SN.



(CR1) SCSN

Uﬂ 1€mm€ utile (CR2)siu €S —u alors u’ € S

(CR3) si uneutre oy e S

’/1\‘ cS

u 0w =

Lemme C. Si (pour tout v € REDy, s[x:=v] € REDg)
alors Ax.s € REDF:G Note: s est donc dans SN

—

Par définition de REDr-g, il sutfit de démontrer aue

pour tout v € REDy, (Ax.s)v est dans REDg par réc. sur (s, 0)
le long de

%*

Il y a maintenant trois cas (Ax.5)v —" Xiexicogr.

de réduction possibles: / / \

Dans REDg, par hypothese — s[x:=v] (Ax.s)v  (Ax.s)0’
(facile!)

Dans REDg, par hypothese de
récurrence, car (s,0) (—, .) (s’,0)
et (s,0) (=, =) (s,0)



(CR1) SCSN

Un 1€mm€ uti1€ (CR2)siu€ S —ualors u’ € S

(CR3) si uneutre oy e S

u/l\ CS

ul u, —_—

* Lemme C. Si (pour tout v € REDy, s[x:=v] € REDg)
alors Ax.s € REDP:G Note: s est donc dans SN

+ Par définition de REDr—, il suffit de démontrer aue

pour tout v € REDy, (Ax.s)v est dans REDg par réc. sur (s, 0)
le long de

%*

* Les trois cas (Ax.s)o | Xlexicog.

e

de réduction possibles: / / \

+ Comme (Ax.s)v est neutre, slx:=v] (Ax.s")v (Ax.s)zé -
on en déduit (Ax.s)v € REDg par (CR3). Qed. = ¢



* On approche de la fin, courage!



l.a démonstration

+ Def: 8 € REDr ssi pour tout x:F dans I', 8(x) € REDr

(Var)
| B O s b e

@ Thm. Sl F u . G dérlvable alOI'S Thu:R=F Tkou:F

A
I'Fuv: s ( pp)

pour toute 6 € REDr, u6 € REDsg. IxiFieuih

I'FXx-u:F,=F,

(Abs)

“ Preuve: par récurrence sur la dérivationdeI' + u : G.

* Cas 1/3: si la derniere regle appliquée est (Var),
u est une variable x et x:G est dans I’
donc u6 = 6(x) € REDg



* Thm.sil - u : G dérivable alors Pru:BoR Troih

l.a démonstration

(Var)
B i ek i

A
T'Fuv: Fy (App)

pour toute 6 € REDr, u6 € RED%g. Lo JE

I'EFXz-u:F = F,

* Cas 2/3: si la derniere regle appliquée est (App),
e ' s:F=G Tk t:F
'k st:G

(App)
« Par hypothese de récurrence,
pour-toute = REDr stFe RED = ¢

t6 € REDy,

+ Par déf. de REDr—¢, u8 = (s0)(t0) est dans REDxg.



l.a démonstration

(Var)
1Bl e i b i

« Thm.si I + u : G dérivable alors ThuiR=h ok oo
pour toute 0 € REDr, u6 € REDg. r” B

(Abs)

I'EFXz-u:F = F,

X4

Cas 3/3: si la derniere regle appliauée
est (Abs), u=Ax.s F e = G

ar nypothese de recurrence, La substitution parallele qui a x associe v et

pour toute 6 & REDT, a toute autre y associe 6(y)
pour tout v € REDf, 0[x:=v] est dans REDr, »r,
donc s(B[x:=v]) est dans REDg.

(Abs)

X

X4

OI' S (6 :x ::Z)] ) - ( S 6)[ XI:U] Ah oui, il faut le montrer! On utilise que x est fraiche (alpha-

renommage), donc pas dans le domaine de 6 ni libre dans aucun 6(y)

Par le lemme C, (Ax.s)0 = Ax.(sO) est dans REDr—g. Qed.

Lemme C. Si (pour tout v € REDy, s[x:=v] € REDg)
(a aussi! Mémes conditions de variables libres slleis fors E Nl

X4




Conclusion

* Thm.sil + u : G dérivable alors

pour toute 6 € REDr, u6 € REDg.

“ En particulier:
— pour 0 = substitution identité
(qui a toute variable associe elle-méme),
qui est dans REDr parce que
toute variable est dans tout candidat
— et comme REDg C SN (CR1):

* Thm. Tout terme typable (dans les types simples) est dans SN.



La prochaine fois



La prochaine fo1s

+ Recherche de preuve

“ Autres logiques propositionnelles:

le « et », le « ou », le « non »,

“ ... ainsi que la logique propositionnelle classique,

“ ... et ce que tout ca signifie en termes de langages de
programmation



