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Aujourd’hui

❖ Suite de notre étude du λ-calcul simplement typé: 
logique classique

❖ … c’est tout!  Ca va nous occuper bien assez, allez…



Logique classique



La logique propositionnelle classique

❖ Juste deux opérateurs ici: ⇒ et ⊥

❖ En classique (pas en intuitionniste), on peut définir les 
autres (∧, ∨, ¬) à partir de ces deux-là: 
       ¬F = F ⇒ ⊥ 
       F ∨ G = (¬F) ⇒ G 
       F ∧ G = ¬(F ⇒ ¬G)

❖ mais on pourrait aussi utiliser les règles de la dernière 
fois



Rappelez-vous: logique minimale+faux
❖ Termes: 

u, v, … ::= x 
               | uv 
               | λx.u

Γ, x:F ⊢ u : G
Γ ⊢ λx.u : F ⇒ G

(⇒I)

Γ, x:F ⊢ x : F
(Ax)

Γ ⊢ v : F
Γ ⊢ uv : G

Γ ⊢ u : F ⇒ G
(⇒E)

❖ Réduction: 
(β)   (λx.u)v → u[x:=v]

❖ Types (formules): 
F, G, … ::= A 
               | F ⇒ G

| ⊥   (« faux »)
| ∇u

Γ ⊢ ∇u : G
Γ ⊢ u : ⊥

(⊥ E)

(∇)   (∇u)v → ∇u
du faux on 

peut déduire 
n’importe quoi

élimination du faux 
(… et pas d’intro du faux!)



… logique minimale+faux → …
❖ Termes: 

u, v, … ::= x 
               | uv 
               | λx.u

Γ, x:F ⊢ u : G
Γ ⊢ λx.u : F ⇒ G

(⇒I)

Γ, x:F ⊢ x : F
(Ax)

Γ ⊢ v : F
Γ ⊢ uv : G

Γ ⊢ u : F ⇒ G
(⇒E)

❖ Réduction: 
(β)   (λx.u)v → u[x:=v]

❖ Types (formules): 
F, G, … ::= A 
               | F ⇒ G

| Cu
| ⊥   (« faux »)

Γ ⊢ ∇u : G
Γ ⊢ u : ⊥

(⊥ E)

(∇)   (∇u)v → ∇u



… → logique classique
❖ Termes: 

u, v, … ::= x 
               | uv 
               | λx.u

Γ, x:F ⊢ u : G
Γ ⊢ λx.u : F ⇒ G

(⇒I)

Γ, x:F ⊢ x : F
(Ax)

Γ ⊢ v : F
Γ ⊢ uv : G

Γ ⊢ u : F ⇒ G
(⇒E)

❖ Réduction: 
(β)   (λx.u)v → u[x:=v]

❖ Types (formules): 
F, G, … ::= A 
               | F ⇒ G

| Cu

Γ ⊢ Cu : G
Γ ⊢ u : ¬¬G

(¬¬E)

raisonnement 
par l’absurde

élimination de 
la double négation (!)

(¬¬G = (G ⇒ ⊥) ⇒ ⊥)

| ⊥   (« faux »)
(∇)   (∇u)v → ∇u



… → logique classique
❖ Termes: 

u, v, … ::= x 
               | uv 
               | λx.u

Γ, x:F ⊢ u : G
Γ ⊢ λx.u : F ⇒ G

(⇒I)

Γ, x:F ⊢ x : F
(Ax)

Γ ⊢ v : F
Γ ⊢ uv : G

Γ ⊢ u : F ⇒ G
(⇒E)

❖ Réduction: 
(β)   (λx.u)v → u[x:=v]

❖ Types (formules): 
F, G, … ::= A 
               | F ⇒ G

| Cu

Γ ⊢ Cu : G
Γ ⊢ u : ¬¬G

(¬¬E)

raisonnement 
par l’absurde

| ⊥   (« faux »)
(C)   (Cu)v → ?

élimination de 
la double négation (!)

(¬¬G = (G ⇒ ⊥) ⇒ ⊥)



Raisonnement par l’absurde

❖ Avant de découvrir la règle (Cu)v → ?, parlons de (¬¬E)

❖ « pour prouver G, supposons ¬G, et déduisons ⊥ » 
             → raisonnement par l’absurde

❖ différent de: 
« pour prouver ¬G, supposons G, et déduisons ⊥ » 
             → … qui est prouvable en intuitionniste 
                       (rappel: ¬G = G ⇒ ⊥, et utilisez (⇒I))

Γ ⊢ Cu : G
Γ ⊢ u : ¬¬G

(¬¬E)



La règle (Cu)v → …

❖ Je vous propose de tenter de trouver ‘…’ en cherchant 
un terme du même type que le côté gauche

❖ On verra bien ce que ça donne!

Γ ⊢ Cu : G
Γ ⊢ u : ¬¬G

(¬¬E)



❖ Si on veut typer le côté gauche…

❖ alors le côté droit doit être de type G

La règle (Cu)v → …

(C)   (Cu)v →               ?

: F

: F ⇒ G

: ¬¬(F ⇒ G)

: G

Γ ⊢ Cu : G
Γ ⊢ u : ¬¬G

(¬¬E)



❖ Cherchons à faire remonter C:

La règle (Cu)v → …

(C)   (Cu)v → C(          ?             )

: F

: F ⇒ G

: ¬¬(F ⇒ G)

: G

Γ ⊢ Cu : G
Γ ⊢ u : ¬¬G

(¬¬E)



❖ Cherchons à faire remonter C:

❖ donc le terme sous C doit être de type ¬¬G

La règle (Cu)v → …

(C)   (Cu)v → C(          ?             )

: F

: F ⇒ G

: ¬¬(F ⇒ G)

: ¬¬G

Γ ⊢ Cu : G
Γ ⊢ u : ¬¬G

(¬¬E)



La règle (Cu)v → …

(C)   (Cu)v → C(λk .    ?             )

: F

: F ⇒ G

: ¬¬(F ⇒ G)

❖ Introduisons une abstraction

: ¬¬G

: ¬G

Γ ⊢ Cu : G
Γ ⊢ u : ¬¬G

(¬¬E)



La règle (Cu)v → …

(C)   (Cu)v → C(λk .       ?          )

: F

: F ⇒ G

: ¬¬(F ⇒ G)

❖ Introduisons une abstraction

: ⊥

: ¬G

❖ Ici le terme inconnu peut être k(qqch) ou u(qqch) 
          rappel: ¬truc = truc ⇒ ⊥, 
                        et on veut un résultat de type ⊥

ça, ça ne marchera pas:
il faudrait trouver un 
qqch de type G, 
et c’est justement 
ce qu’on cherche
depuis le début

Γ ⊢ Cu : G
Γ ⊢ u : ¬¬G

(¬¬E)



La règle (Cu)v → …

(C)   (Cu)v → C(λk . u(      ?     ))

: F

: F ⇒ G

: ¬¬(F ⇒ G)

: ⊥

: ¬G

Γ ⊢ Cu : G
Γ ⊢ u : ¬¬G

(¬¬E)



La règle (Cu)v → …

(C)   (Cu)v → C(λk . u(      ?     ))

: F

: F ⇒ G

: ¬¬(F ⇒ G)

: ¬(F ⇒ G)

: ¬G

Γ ⊢ Cu : G
Γ ⊢ u : ¬¬G

(¬¬E)



La règle (Cu)v → …

(C)   (Cu)v → C(λk . u(λf .   ?   ))

: F

: F ⇒ G

: ¬¬(F ⇒ G)

: ¬(F ⇒ G)

: ¬G

❖ Introduisons une abstraction

: F ⇒ G

Γ ⊢ Cu : G
Γ ⊢ u : ¬¬G

(¬¬E)



La règle (Cu)v → …

(C)   (Cu)v → C(λk . u(λf .   ?   ))

: F

: F ⇒ G

: ¬¬(F ⇒ G)

: ⊥

: ¬G : F ⇒ G

❖ Ici le terme inconnu peut être k(qqch) par ex., non? 
          rappel: ¬truc = truc ⇒ ⊥, 
                        et on veut un résultat de type ⊥

Γ ⊢ Cu : G
Γ ⊢ u : ¬¬G

(¬¬E)



La règle (Cu)v → …

(C)   (Cu)v → C(λk . u(λf . k( ?)))

: F

: F ⇒ G

: ¬¬(F ⇒ G)

: ⊥

: ¬G : F ⇒ G

Γ ⊢ Cu : G
Γ ⊢ u : ¬¬G

(¬¬E)



La règle (Cu)v → …

(C)   (Cu)v → C(λk . u(λf . k( ?)))

: F

: F ⇒ G

: ¬¬(F ⇒ G)

: G

: ¬G : F ⇒ G

Γ ⊢ Cu : G
Γ ⊢ u : ¬¬G

(¬¬E)



La règle (Cu)v → …

(C)   (Cu)v → C(λk . u(λf . k(fv)))

: F

: F ⇒ G

: ¬¬(F ⇒ G)

: G

: ¬G : F ⇒ G

❖ Voilà, on a trouvé!

Γ ⊢ Cu : G
Γ ⊢ u : ¬¬G

(¬¬E)



Logique classique
❖ Termes: 

u, v, … ::= x 
               | uv 
               | λx.u

Γ, x:F ⊢ u : G
Γ ⊢ λx.u : F ⇒ G

(⇒I)

Γ, x:F ⊢ x : F
(Ax)

Γ ⊢ v : F
Γ ⊢ uv : G

Γ ⊢ u : F ⇒ G
(⇒E)

❖ Réduction: 
(β)   (λx.u)v → u[x:=v]

❖ Types (formules): 
F, G, … ::= A 
               | F ⇒ G

| Cu

Γ ⊢ Cu : G
Γ ⊢ u : ¬¬G

(¬¬E)

| ⊥   (« faux »)
(C)   (Cu)v → 
        C(λk . u(λf . k(fv)))

!

Le λC-calcul 



La η-règle pour C

❖ Dans le poly, en plus de (C)   (Cu)v → C(λk . u(λf . k(fv))) 
j’ai ajouté                          (ηC) C(λk . ku) → u 
                                                    (k non libre dans u)

❖ Je vais me concentrer sur la première 
            par souci de simplicité.



L’élimination du faux
❖ Avant, nous avions la règle:

❖ Elle n’est plus nécessaire.

❖ On peut définir 
                ∇u = C(λk.u) 
                                           (k variable fraîche)

Γ ⊢ ∇u : G
Γ ⊢ u : ⊥

(⊥ E)

Γ ⊢ C(λk.u) : G

Γ ⊢ u : ⊥

(¬¬E)
Γ ⊢ λk.u : ¬¬G

(⇒I)
Γ, k:¬G ⊢ u:⊥

→

(affaiblissement)



L’élimination du faux
❖ On peut définir 

                ∇u = C(λk.u) 
                                           (k variable fraîche)

❖ et même la réduction est la bonne: 
                (∇u)v = C (λk’. u) v 
                           → C (λk . (λk’. u) (λf . k(fv)))    (C) 
                           → C (λk . u)                                (β)  (k’ fraîche!) 
                           = ∇u

(C)   (Cu)v → 
        C(λk . u(λf . k(fv)))



Une parenthèse historique



On a Formal Correspondence Between
A-C-Terms and Classical Proofs

— Extended Abstract —

Timothy G. Griffin
Department of Computer Science

Rice University
Houston, TX 77251-1892

October 28, 1988

1 Introduction

The propositions-as-types correspondence [IIowSO] relates proofs in con
structive logic to functional programs. The correspondence has intrigued
those interested in the formal verification of programs with the possibility
of developing programs from proofs of their specifications [BC85, Con86,
Moh86]. However, one drawback of this approach to program development
is that the programming languages involved are purely functional. These
languages cannot express constructs for control of evaluation and for manip
ulation of state that are so important in practical programming languages.

Functional languages can be extended with constructs for control and
state. For example, the A-C-calculus of Felleisen et o/[FFKD86, FFKD87] is
a theory for reasoning about a functional language with control constructs.
The A-C-calculus extends Plotkin's A„-calculus [Plo75] with two control
constructs, A and C. Roughly speaking, A represents an abort operation
that stops a program and returns with the value of its argument. The
operator C applies its argument to the current continuation, an abstraction
the rest of the computation; it is closely related to the call/cc construct in
Scheme and to the catch/throwmechanism of Lisp.

This paper presents some preliminary results of an attempt to extend the
propositions-as-types correspondence to A-C-programs. The well-known cor
respondence between natural deduction proofs and A-terms [How80, Ste72]

1

La découverte de l’opérateur C
❖ Pendant longtemps, on a cru 

qu’il n’y avait pas de λ-calcul 
adapté à la logique classique:

❖ En 1988, Timothy G. Griffin 
s’aperçoit que l’opérateur 
C de Felleisen répond 
à la question 
(± celle que nous étudions)

Lemme de Joyal.  Toute catégorie cartésienne close 
       (~modèle catégorique de la logique intuitionniste) 
munie d’un objet dualisant
       (~ le morphisme F → ¬¬F est un isomorphisme)
est un préordre (~ toutes les preuves sont convertibles).

Oups!

Ben oui, on ne va pas
accepter un papier qui
résout un problème
qu’on croyait impossible…

https://www.cnn.group.cam.ac.uk/directory/dr-timothy-g-griffin/image_normal



Ouf, publié!

❖ Pendant longtemps, on a cru 
qu’il n’y avait pas de λ-calcul 
adapté à la logique classique:

❖ En 1988, Timothy G. Griffin 
s’aperçoit que l’opérateur 
C de Felleisen répond 
à la question 
(± celle que nous étudions)

A Formulae-as-Types Notion of Control

Timothy G. Griffin∗

Department of Computer Science
Rice University

Houston, TX 77251-1892

Abstract

The programming language Scheme contains the con-
trol construct call/cc that allows access to the cur-
rent continuation (the current control context). This,
in effect, provides Scheme with first-class labels and
jumps. We show that the well-known formulae-as-
types correspondence, which relates a constructive
proof of a formula α to a program of type α, can
be extended to a typed Idealized Scheme. What is
surprising about this correspondence is that it relates
classical proofs to typed programs. The existence of
computationally interesting “classical programs” —
programs of type α, where α holds classically, but
not constructively — is illustrated by the definition
of conjunctive, disjunctive, and existential types us-
ing standard classical definitions. We also prove that
all evaluations of typed terms in Idealized Scheme are
finite.

1 Introduction

The formulae-as-types correspondence [10, 18, 8], also
referred to as the propositions-as-types correspon-
dence and as the Curry/Howard isomorphism, relates
a constructive proof of a formula α to a program of
type α. This correspondence has been restricted to
constructive logic because it is widely believed that,

∗This work was supported in part by DARPA grant CCR-
87-20277. The author’s current address: Departamento de
Ciência da Computação, IMECC – UNICAMP, Caixa Postal
6065, 13801 Campinas SP, Brazil. email: griffin@bruc.ansp.br

0

in general, classical proofs lack computational con-
tent. This paper shows, however, that the formulae-
as-types correspondence can be extended to classi-
cal logic in a computationally interesting way. It is
shown that classical proofs posses computational con-
tent when the notion of computation is extended to
include explicit access to the current control context.

This notion of computation is found in the pro-
gramming language Scheme [16], which contains the
control construct call/cc1 that provides access to
the current continuation (the current control con-
text). This, in effect, provides Scheme with first-
class labels and jumps, and allows for programs that
are more efficient than purely functional programs.
The formulae-as-types correspondence presented in
this paper is based on a typed version of Idealized
Scheme — a typed ISWIM containing an operator
C similar to call/cc — developed by Felleisen et al
[3, 2, 4] for reasoning about Scheme programs.

Section 2 reviews ISWIM and its extension to Ide-
alized Scheme (IS) with the control operator C of
Felleisen et al. Roughly speaking, the evaluation of
C(M) abandons the current control context and ap-
plies M to a procedural abstraction of this context.

A typed version of Idealized Scheme is presented
in Section 3 together with a formulae-as-types corre-
spondence between typed terms and natural deduc-
tion proofs for classical implicational logic. Types
include the type ⊥, which corresponds to the propo-
sition “false.” The type α → ⊥ is abbreviated as ¬α
(“not α”). An application of C is typed as follows.
If M is of type ¬¬α, then C(M) is of type α. This
rule corresponds to the classical inferrrence rule for
elimination of double negation.

Section 4 demonstrates that there are computation-
ally interesting typed IS programs of type α, where α
holds classically, but not constructively. It is shown
that if conjunctive, disjunctive, and existential types
are defined using standard classical definitions, then

1call/cc abbreviates call-with-current-continuation.
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La découverte de l’opérateur C
Lemme de Joyal.  Toute catégorie cartésienne close 
       (~modèle catégorique de la logique intuitionniste) 
munie d’un objet dualisant
       (~ le morphisme F → ¬¬F est un isomorphisme)
est un préordre (~ toutes les preuves sont convertibles).

1990 https://www.cnn.group.cam.ac.uk/directory/dr-timothy-g-griffin/image_normal



Matthias Felleisen

❖ Ce n’est pas T. Griffin qui a inventé 
l’opérateur C!

❖ C’est M. Felleisen, qui a passé des 
années à l’étudier, pour formaliser 
l’opérateur call/cc de Scheme…

By David Van Horn - DSC_1455, CC BY 2.0, 
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=29059937



Scheme
❖ Scheme est un dialecte Lisp à portée lexicale 

(donc en clair un λ-calcul étendu)

❖ inventé par Gerald P. Sussman et 
                                            Guy L. Steele Jr. 
dans les années 1970

❖ qui contenait une primitive mystérieuse 
call-with-current-continuation 
                       (call/cc pour les intimes) 
GLS l'a inventée comme suit… Par George Ruban — Travail personnel, CC BY-SA 4.0, 

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=45507579



let/cc
❖ GLS dit: imaginons que je puisse écrire 

                               let/cc k u 
pour dire: exécuter u après avoir lié localement 
                   la variable k à la continuation courante

❖ … = le contexte d’exécution courant E 
                                            (un terme à un trou, noté entre crochets)

❖ let/cc le réifie en une nouvelle constante cE: 
                      E[let/cc k u] → E[u[k:=cE]] 
                                                            (règle exécutée au sommet du terme uniquement)

Par George Ruban — Travail personnel, CC BY-SA 4.0, 
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=45507579



let/cc

❖                       E[let/cc k u] → E[u[k:=cE]] 
                                                            (règle exécutée au sommet du terme uniquement)

❖ … et cE fonctionne comme une exception 
                    qu’on peut lancer par throw: 
                      E’[throw cE a] → E[a] 
                                              (on oublie le contexte d’exécution courant E’, et on réinstalle E)



Exemple
E[let/cc k (+ 1 (throw k 3))]

→ E[(+ 1 (throw cE 3))]

  = E’[throw cE 3]                  où E’ = E[(+ 1 [])]

→ E[3]

… autrement dit, l’exception k est lancée avec argument 3 
     avant qu’on ait la chance d’additionner 1

E[let/cc k u] → E[u[k:=cE]] 
E’[throw cE a] → E[a]



Simplification (1/3)
❖ GLS: plutôt que de créer 

une nouvelle constante cE, on peut juste 
       former le terme λx . E[x]

❖ mais alors, on peut 
changer les règles en:

E[let/cc k u] → E[u[k:=cE]] 
E’[throw cE a] → E[a]

E[let/cc k u] → E[u[k:= λx . E[x]]] 
E’[throw u a] → ua

Par George Ruban — Travail personnel, CC BY-SA 4.0, 
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=45507579



Simplification (2/3)
❖ GLS: let/cc lie la variable k, 

mais il serait plus élégant 
d’utiliser λ pour ça: 
on réécrit let/cc k u 
             en call/cc (λk . u)

❖ Les règles deviennent:

E[let/cc k u] → E[u[k:= λx . E[x]]] 
E’[throw u a] → ua

E[call/cc (λk . u)] → E[u[k:= λx . E[x]]] 
E’[throw u a] → ua

Par George Ruban — Travail personnel, CC BY-SA 4.0, 
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=45507579



Simplification (3/3)
❖ GLS: call/cc est maintenant une fonction, 

donc on peut l’appliquer à 
un terme quelconque, 
pas juste une abstraction

❖ Les règles deviennent:

E[call/cc (λk . u)] → E[u[k:= λx . E[x]]] 
E’[throw u a] → ua

E[call/cc u] → E[u(λx . E[x])] 
E’[throw u a] → ua

Par George Ruban — Travail personnel, CC BY-SA 4.0, 
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=45507579



Un cas particulier
❖ En appel par nom 

(réduction de tête faible), 
les contextes E sont des compositions de contextes 
élémentaires [ ] v d’application à des arguments v

❖ Felleisen décompose la première règle en: 
                      (call/cc u) v → call/cc(λk.u(λf.k(fv))v) 
                                                           (E=[ ] v, x est renommée en f; on garde un call/cc(λk…)  

                                    à droite qui mangera le reste du contexte) 
plus une règle qui effacera le call/cc au sommet du terme 
                                                       (je ne décrirai pas toutes les étapes par lesquelles il passe…)

E[call/cc u] → E[u(λx . E[x])] 
E’[throw u a] → ua

By David Van Horn - DSC_1455, CC BY 2.0, 
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=29059937



On peut typer call/cc!

: F

: F ⇒ G

: ((F ⇒ G) ⇒ G) ⇒ (F ⇒ G)

(call/cc u) v → call/cc(λk.u(λf.k(fv))v)

❖ Ce que T. Griffin a découvert, en réalité: 
               call/cc : ((F ⇒ G) ⇒ F) ⇒ F 
                             (loi de Peirce)

: (((F ⇒ G) ⇒ G) ⇒ (F ⇒ G)) ⇒ (F ⇒ G)

F ⇒ GG ⇒ G

: ((G ⇒ G) ⇒ G) ⇒ G

Domaine public, 
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=128147



call/cc + ∇ ≅ C

❖ C est une version simplifiée de call/cc + ∇ 
due à Felleisen (encore):

❖ (←) On peut définir Cu    (pour u:¬¬F)     comme 
                      call/cc(λk¬F . ∇(uk))

❖ (→) On peut définir call/cc comme 
                      λz(F ⇒ G) ⇒ F . C(λk¬F . k(z(λxF . ∇(kx)))) 
                                           (et ∇u comme C(λk.u))

call/cc : ((F ⇒ G) ⇒ F) ⇒ F 
C : ¬¬F ⇒ F

(Je vous laisse vérifier le typage; et les réductions — ça, je ne l’ai pas fait…)



Les autres connecteurs logiques en 
logique classique



Le « et »
❖ J’ai dit qu’on pouvait définir F ∧ G = ¬(F ⇒ ¬G) 

                               c’est-à-dire F ∧ G = (F ⇒ G ⇒ ⊥) ⇒ ⊥

❖ Le codage s’étend aux λ-termes: 
                   <u,v> = λfF ⇒ G ⇒ ⊥ . fuv     (comme en λ-calcul non typé) 
                   π1 u = C(λk¬F . u(λxF . λyG . kx))      (… ou presque) 
                   π2 u = C(λk¬F . u(λxF . λyG . ky))

❖ et aux réductions! 
                   π1 <u,v> = C(λk¬F . (λf . fuv)(λx. λy. kx)) 
                                  → C(λk¬F . (λx. λy. kx)uv) 
                                  →2 C(λk¬F . ku) → u          par (ηC)

(C)   (Cu)v → C(λk . u(λf . k(fv))) 
(ηC) C(λk . ku) → u



Le « ou »
❖ On peut définir F ∨ G   =   (¬F) ⇒ (¬¬G)   =   (F ⇒ ⊥) ⇒ (G ⇒ ⊥) ⇒ ⊥ 

                                          (ça fonctionne mieux que F ∨ G = (¬F) ⇒ G, que je vous avais proposé au début)

❖ Le codage s’étend aux λ-termes: 
                   ι1 u = λk1 F ⇒ ⊥ . λk2 G ⇒ ⊥ . k1u            (comme en λ-calcul non typé) 
                   ι2 u = λk1 F ⇒ ⊥ . λk2 G ⇒ ⊥ . k2u 
                   case u of ι1 x1 ↦ v1| ι2 x2 ↦ v2 

                                      = C(λk¬H . u(λx1.kv1)(λx2.kv2))                (… ou presque)

❖ et aux réductions! 
    case ι1 u of ι1 x1 ↦ v1| ι2 x2 ↦ v2 = C(λk. (λk1. λk2 . k1u)(λx1.kv1)(λx2.kv2))  
                                  →2 C(λk. (λx1.kv1)u) 
                                  → C(λk . k(v1[x:=u])) → v1[x:=u]          par (ηC)

(C)   (Cu)v → C(λk . u(λf . k(fv))) 
(ηC) C(λk . ku) → u



Normalisation forte



La règle (C)
❖ Il peut paraître improbable qu’avec une 

« simplification » de preuve pareille, ça termine toujours

(C)   (Cu)v → C(λk . u(λf . k(fv))) 
(ηC) C(λk . ku) → u

Γ ⊢ v : F
Γ ⊢ (Cu)v : G

Γ ⊢ Cu : F ⇒ G
(⇒E)

(¬¬E)
Γ ⊢ u : ¬¬(F ⇒ G)

Γ ⊢ C(λk . u(λf . k(fv))) : G
(¬¬E)

Γ ⊢ λk . u(λf . k(fv)) : ¬¬G
(⇒I)

Γ, k:¬G ⊢ u(λf . k(fv)) : ⊥

Γ ⊢ u : ¬¬(F ⇒ G)

Γ, k:¬G ⊢ u : ¬¬(F ⇒ G)

→

(affaiblissement)
Γ, k:¬G ⊢ λf . k(fv) : ¬(F ⇒ G)

(⇒E)

(⇒I)
Γ, k:¬G, f:F ⇒ G ⊢ k(fv) : ⊥

(⇒E)
… ⊢ k : ¬G

(Ax)
… ⊢ fv : G

(⇒E)
… ⊢ f : F ⇒ G

(Ax)

Γ ⊢ v : F

… ⊢ v : F

→

(affaiblissement)

…

… …

…



Normalisation forte
❖ Thm.  Tout terme typable (dans ce nouveau système de 

types) est fortement normalisable.

❖ La démonstration est comme en logique minimale… 
je vous montre juste les changements (en rouge).



Candidats de réductibilité
❖ Un ensemble de λC-termes S est un candidat de 

réductibilité si et seulement si:

❖ (CR1) S ⊆ SN                              (SN = les fortement normalisables pour (β)+(C)+(ηC))

❖ (CR2) si u ∈ S → u’ alors u’ ∈ S           (on suit les réductions en avant)

❖ (CR3) si                          alors u ∈ S                    (réductions en arrière) 
 
 
         où u neutre ssi ne commence ni par λ ni par C.

par (β) ou (C) ou (ηC)

u neutre

u’ u’ u’ ⊆ S
par (β) ou (C) ou (ηC)



❖ Lemme A. Si S et S’ sont des candidats de 
 réductibilité,   alors S ⇒ S’ aussi. 
(Preuve: comme les dernières fois.)

❖ On pose REDA = SN pour toute formule atomique A, 
                REDF⇒G = REDF⇒REDG, 
                RED⊥ = SN

❖ SN vérifie (CR1)–(CR3) (facile).  Donc:

❖ Lemme B.  Pour tout type F, REDF est un candidat. 
(Preuve: par récurrence sur F.)

Candidats de réductibilité



Un lemme utile
❖ Lemme C.  Si (pour tout v ∈ REDF, s[x:=v] ∈ REDG) 

                         alors λx.s ∈ REDF⇒G

❖ Preuve: comme la dernière fois, à coups de (CR3).

❖ Permettait de traiter de la règle (⇒I)

❖ Nous avons une nouvelle règle (¬¬E), pour laquelle 
nous démontrons le…



Un autre lemme utile
❖ Lemme D.  Pour tout type F, si u ∈ RED¬¬F, 

                     alors                       Cu ∈ REDF

❖ Si F atomique ou ⊥, on veut démontrer Cu ∈ SN=REDF 

Or toutes les réductions se passent dans u, sauf si on utilise (ηC).  
Imaginons une réduction infinie Cu →∞ … Deux cas:

❖ Cu0 → Cu1 → Cu2 → … → Cun →∞ … 
     où u=u0 → u1 → u2 → … → un →∞ …: non car u ∈ RED¬¬F  ⊆ SN

❖ Cu0 →* Cun = C(λk.kv) → v → v1 → v2 →∞ … 
     où u=u0 →* un = λk.kv: non car sinon 
                               u=u0 →* un = λk.kv → λk.kv1 →λk.kv2 →∞ …

(C)   (Cu)v → C(λk . u(λf . k(fv))) 
(ηC) C(λk . ku) → u

Preuve: par récurrence sur F

(ηC)



❖ … reste à démontrer que 
             Cu ∈ REDF⇒G, sachant que 
    (H) u ∈ RED¬¬(F⇒G) 
    (Hrec) pour tout terme w ∈ RED¬¬G, Cw ∈ REDG

❖ Par définition de REDF⇒G, il suffit de démontrer que 
pour tout v ∈ REDF, (Cu)v est dans REDG

❖ par récurrence sur (u, v) ordonné par →* ×lexicogr. →* 
(les deux sont dans SN, par (CR1))…. comme d’habitude

Un autre lemme utile
(C)   (Cu)v → C(λk . u(λf . k(fv))) 
(ηC) C(λk . ku) → u



❖ … nous devons donc démontrer que 
             (Cu)v ∈ REDG, sachant que 
    (H) u ∈ RED¬¬(F⇒G)           (H’) v ∈ REDF 
    (Hrec) pour tout terme w ∈ RED¬¬G, Cw ∈ REDG 
    (Hrec1) pour tout réduit u’ de u, (Cu’)v ∈ REDG 

    (Hrec2) pour tout réduit v’ de v, (Cu)v’ ∈ REDG

❖ Il y a quatre cas 
de réduction possibles:

Un autre lemme utile
(C)   (Cu)v → C(λk . u(λf . k(fv))) 
(ηC) C(λk . ku) → u

(Cu)v

(Cu’)v (Cu)v’ sv
(ηC)

(C)

C(λk . u(λf . k(fv)))
(si u=λk.ks, 
k non libre 

dans s)

∈ REDG 
(Hrec1)

∈ REDG 
(Hrec2)

montrons que ceci 
est dans REDG



C(λk . u(λf . k(fv))) est dans REDG
… sous les hypothèses: 
    (H) u ∈ RED¬¬(F⇒G)           (H’) v ∈ REDF 
    (Hrec) pour tout terme w ∈ RED¬¬G, Cw ∈ REDG 
    (Hrec1) pour tout réduit u’ de u, (Cu’)v ∈ REDG 

    (Hrec2) pour tout réduit v’ de v, (Cu)v’ ∈ REDG

C(λk . u(λf . k(fv))) ∈ REDG
(Hrec)

λk . u(λf . k(fv)) ∈ RED¬¬G
Lemme C

∀s ∈ RED¬G, u(λf . s(fv)) ∈ RED⊥

u ∈ RED¬¬(F⇒G) ∀s ∈ RED¬G, λf . s(fv) ∈ RED¬(F ⇒ G)
(déf. de RED¬¬(F⇒G))

∀s ∈ RED¬G,  ∀t ∈ REDF ⇒ G, s(tv) ∈ RED⊥

(déf. de REDF ⇒ G, de RED¬G+(H’))

Lemme C.  Si (∀ v ∈ REDF, s[x:=v] ∈ REDG) 
                         alors λx.s ∈ REDF⇒G

(H) Lemme C

∀s ∈ RED¬G,  ∀t ∈ REDF ⇒ G, 
                tv ∈ REDG (déf. de REDF ⇒ G + (H’)) 
     donc s(tv) ∈ RED⊥ (déf. de RED¬G)

?
?

?
?

?

?

Γ ⊢ C(λk . u(λf . k(fv))) : G
(¬¬E)

Γ ⊢ λk . u(λf . k(fv)) : ¬¬G
(⇒I)

Γ, k:¬G ⊢ u(λf . k(fv)) : ⊥

Γ ⊢ u : ¬¬(F ⇒ G)

Γ, k:¬G ⊢ u : ¬¬(F ⇒ G)

→

(affaiblissement)
Γ, k:¬G ⊢ λf . k(fv) : ¬(F ⇒ G)

(⇒E)

(⇒I)
Γ, k:¬G, f:F ⇒ G ⊢ k(fv) : ⊥

(⇒E)
… ⊢ k : ¬G

(Ax)
… ⊢ fv : G

(⇒E)
… ⊢ f : F ⇒ G

(Ax)

Γ ⊢ v : F

… ⊢ v : F

→

(affaiblissement)

Vous avez sans doute vu 
le parallèle avec le typage:

(C’est assez impressionnant à démontrer…)



❖ … nous devons donc démontrer que 
             (Cu)v ∈ REDG, sachant que 
    (H) u ∈ RED¬¬(F⇒G)           (H’) v ∈ REDF 
    (Hrec) pour tout terme w ∈ RED¬¬G, Cw ∈ REDG 
    (Hrec1) pour tout réduit u’ de u, (Cu’)v ∈ REDG 

    (Hrec2) pour tout réduit v’ de v, (Cu)v’ ∈ REDG

❖ Il y a quatre cas 
de réduction possibles:

Retour à la preuve…
(C)   (Cu)v → C(λk . u(λf . k(fv))) 
(ηC) C(λk . ku) → u

(Cu)v

(Cu’)v (Cu)v’ sv
(ηC)

(C)

C(λk . u(λf . k(fv)))
(si u=λk.ks, 
k non libre 

dans s)

∈ REDG 
(Hrec1)

∈ REDG 
(Hrec2)

montrons maintenant 
que ceci est dans REDG

∈ REDG 
(!)

nous venons de montrer 
que ceci est dans REDG



❖ … montrons que si u=λk.ks ∈ RED¬¬H                 (ici H=F⇒G) 
                              où k n’est pas libre dans s, 
     alors s ∈ REDH

❖ Ceci est par récurrence sur H

❖ Dans le cas d’un type flèche, on utilise le Lemme C et la 
définition de RED, comme au 3ème cas 
                              (voir poly types.pdf, théorème 3, claim (***), p.17).

❖ Je vous l’épargne!

Le 4ème cas



❖ … nous devons donc démontrer que 
             (Cu)v ∈ REDG, sachant que 
    (H) u ∈ RED¬¬(F⇒G)           (H’) v ∈ REDF 
    (Hrec) pour tout terme w ∈ RED¬¬G, Cw ∈ REDG 
    (Hrec1) pour tout réduit u’ de u, (Cu’)v ∈ REDG 

    (Hrec2) pour tout réduit v’ de v, (Cu)v’ ∈ REDG

❖ Il y a quatre cas 
de réduction possibles:

Retour à la preuve…
(C)   (Cu)v → C(λk . u(λf . k(fv))) 
(ηC) C(λk . ku) → u

(Cu)v

(Cu’)v (Cu)v’ sv
(ηC)

(C)

C(λk . u(λf . k(fv)))
(si u=λk.ks, 
k non libre 

dans s)

∈ REDG 
(Hrec1)

∈ REDG 
(Hrec2)

montrons maintenant 
que ceci est dans REDG

∈ REDG 
(!)

par le transparent précédent, 
s ∈ REDF⇒G; 

et v ∈ REDF par (H’), donc…

∈ REDG 
(!)

par (CR3) au type G, 
comme (Cu)v est neutre, 

il est dans REDG. 
Ceci termine le cas F⇒G de…



… l’autre lemme utile
❖ Lemme D.  Pour tout type F, si u ∈ RED¬¬F, 

                     alors                       Cu ∈ REDF

❖ Résumé: par récurrence sur F; 
       pour les types flèches, on utilise (CR3): 
       4 cas possibles, et un raisonnement infernal… 
       qui ressemblait à une dérivation de typage

Le raisonnement infernal La dérivation de typage analogue



❖ Def: θ ∈ REDΓ ssi pour tout x:F dans Γ, θ(x) ∈ REDF

❖ Thm. si Γ ⊢ u : G dérivable alors 
          pour toute θ ∈ REDΓ, uθ ∈ REDG.

❖ Preuve: par récurrence sur la dérivation de Γ ⊢ u : G, 
comme la dernière fois; 
on utilise la déf. de REDF⇒G dans le cas de (⇒E), le 
Lemme C pour (⇒I), 
                              et le Lemme D pour (¬¬E).

Normalisation forte

Lemme D.  Pour tout type F, si u ∈ RED¬¬F, 
                     alors                       Cu ∈ REDF

Γ ⊢ Cu : G
Γ ⊢ u : ¬¬G

(¬¬E)



Normalisation forte
❖ Def: θ ∈ REDΓ ssi pour tout x:F dans Γ, θ(x) ∈ REDF

❖ Thm. si Γ ⊢ u : G dérivable alors 
          pour toute θ ∈ REDΓ, uθ ∈ REDG.

❖ Corollaire. Tout λC-terme simplement typable 
                     est fortement normalisable.



❖ On peut démontrer que le système de déduction 
naturelle sous-jacent à λC 
est correct et complet pour l’interprétation dans les 
booléens de la dernière fois

❖ Ca prend du temps… 
(omis)

Pourquoi « classique »?

Γ ⊢ Cu : G

Γ ⊢ u : ¬¬G
(¬¬E) classique



Voilà

❖ … pour les logiques propositionnelles

❖ Les prochaines fois, nous passerons à: 
— la logique et l’arithmétique du 1er ordre 
— l’arithmétique de 2nd ordre et le système F 
— enfin à certains considérations théoriques sur 
     l’implémentation de machines de réduction 
     pour le λ-calcul


