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Aujourd hui

* Comment implémenter le A-calcul?

“ Beaucoup de solutions possibles, on n’en verra que
quelques-unes

» ... etl'on finira par se concentrer sur quelques
problemes théoriques.



Interpretes naifs en Caml



Représentation des A-termes

type lambda terme = VAR of string
| APPL of lambda terme * lambda terme
| ABS of string * lambda terme

Par exemple, Ax . y(Az . yxzx) serait:
ABS ("x", APPL (VAR "y",
DBSE - (wrzias;
APPL (APPL (APPL (VAR "y", VAR "x"),
VAR "z"),
VAR "x"))))



Un premier inl reduetoncompie

Pour une réduction faible,
écrire t a la place

VAR of string de ABS (x, norm u)

type lambda terme =
| APPL of lambda terr ¢ LGntuoua | Ced e

Ce code est-il correct? ABS of string * l'.mbda_ terme

i i reesneorn S tEas lambda it erme ) o+ calculesl atdormesiolmal e scle s
match t 4 i S
V2 Reéduction A définir...
gauche : '
AL. ..., ., . ABS (x, norm u) (attention au a-renommage!)
APPL (u, v) =
let u’ = norm § in

match u’ with
| ABS (y, ul) -> norm (subst ul y v)
[T s=> APPL < (U %7 Ngr-)
Efficacité? Efficacité?
ul est normal, (pas terrible...)
mais on va quand méme
normaliser subst ul y v



| astuce de Krivine

Si args=[vi; ...; Uul,
+ Pour éviter lat calcule la forme normale
detovi... vy

on garde une i

sandvine. jpg

Réduction complete.
Pour une réduction faible,
écrire t a la place
de ABS (x, norm u nil)

des argument . en attente

La B-réduction

Exploration du terme: o
est 1C1

let rec no recherche du 1e) (args : lam
match rédex de téte
| VAR x -> apply head t args
| AB3 (x, u) -> (match args with
| nil -> ABS (X, norm u nil)
| v::rest -> norm (subst u x v) rest)
| APPL (u, v) -> norm u (v::args)



Une machine de Krivine

s
Reste quand méme a définir la |

substitution... ou a la remplacer L
On abstrait tout ca sous forme (efficacité)

s . , . L NN
de Semanthue oper ationnelle (ici, pour la réduction de téte faible)

https://www.irif.fr/~padovani/Images/Gandvine. jpg

(explore) uv, args ~ u, v::args
(B) AX . u, virest ~ u[x:=v], rest

Thm (correction). Si u, [v1; ...; vu]l » 0, [0'1; ...; ©'n]
alorsu o1 ... vy =>wh U 0'1... 00

Thm (progres). Les configurations stoppées
sont celles de la forme x, [v1;...;0.] ou Ax.u, []
(NB: x v1 ... s et Ax . u sont les formes normales de téte faibles)



Logique combinatoire



Logique combinatoire

“ On peut éviter les problemes d’a-renommage

en passant a la logique combinatoire, Regles de réduction:
. . o » SMNP — MP(NP)
qui est un langage sans variable liée CMN s M
IM—M
* Termes combinatoires:
N Pt Gl ] combinateurs (constantes)
B variables
| MIN applications

... et pas de lambda-abstractions

+ Mais tout A-terme u aura une traduction

en un terme combinatoire u™!



Traductions en termes combinatoires

M,N,P,....=S | KI|TI combinateurs (constantes)
| x variables
y el °
“ OII deﬁnlt: | MN applications
x* £ x

fug) =1
(Ax . u)* & [x] u*

« L'opération [x] M (« bracket abstraction ») reste a définir

“ FElle ne fait pas partie du langage des termes combinatoires
(c’est une méta-opération, comme la substitution en A-calcul)



Traductions en termes combinatoires

M,N,P,....=S | KI|TI combinateurs (constantes)
i AR | x variables
+* On va définir [x| M | MN applications
ppP
de sorte que, pour tout N, i Regles e réduction:
([x] M) N -* M[x:=N] (Ax ) = [x] "

+ ('est comme ca
qu’'on verra apparaitre S, K, I et leurs regles de réduction

# On va donc démontrer le:
Lemme. ([x] M) N —-* M|[x:=N]
par récurrence sur M, en ajoutant les regles dont on a
besoin au fur et a mesure.




Traductions en termes combinatoires

M,N,P,....=S | KI|TI combinateurs (constantes)
3 * 2 | x variables
* Lemmeo ([X] M) N o M[X.ZN] | MIN applications
x* 2 x Regles de réduction:
+ Cas 1 /3 = (uv)* £ u* v*

(Ax.u) 2 [x]u*
# On cherche un terme X = [x] M tel que
XN ->*M|x:=N]=N

“ Onpose X £ T,
et on ajoute la regle IN — N

+ Résumé du cas 1: si M=x, on pose [x]| M £ T.



Traductions en termes combinatoires

M,N,P,....=S | KI|I
¢ Lemme. ([x] M) N —* M[x:=N] i
+ Cas 2/3: x¢fv(M) oy s

(A ) = [x]
# On cherche un terme X = [x] M tel que
N Ml N — N

“ On pose X £ KM,
et on ajoute la regle KMN — M

combinateurs (constantes)
variables
applications

Regles de réduction:

IM—->M

[x] x 2T



Traductions en termes combinatoires

¢ Lemme. ([x] M) N —* M[x:=N]

» Cas 3/3: xefv(M) et M=x

* On cherche un terme X = [x] M tel que
X N =* M[x:=N] = (Mi[x:=N])(M2[x:=N])

# X sera construit a partir de [x]M et de [x]M>,
hypothese de récurrence, donc posons

obtenus par
X = 5(

| M )([x]M>)

M,N,P,....=S | KI|I

(uv)* £ u* v*
(Ax . u) 2 [x] u*

“ Alors M est une application M1M>

combinateurs (constantes)
variables
applications

Regles de réduction:

KMN — M
IM—->M

[x] x 2T
[x] M £ RM
si xgfv(M)



Traductions en termes combinatoires

M,N,P,....=S | KI|TI combinateurs (constantes)
* Lemme. ([x] M) N —* M[x:=N] N appleatns
+ Cas 3/3: xefv(M) et M=x ( ;C “x Régles de réduction:
uo)* £ y* o*
* Alors M est une application MiM> ek KAI/IAZZ . 1\1\;11
# On cherche un terme X = [x] M tel que [l x= T
X N —* M[x:=N] = (Mi[x:=N])(Ma[x:=N]) A et
. X 2 S([x]M1)([x]M2) (résumé) RS Z(Efe]m%”

# Alors XN = s([x]M1)([x]M2)N — ... ?

% (Ma[x:=N])(Ma[x:=N])
= M[x:=N]



Traductions en termes combinatoires

M,N,P,....=S | KI|TI combinateurs (constantes)
3 o o | x variables
» Lemme. ([x] M) N —* M[x:=N] VN applications
* Cas 3/3 XEfV(M) et M=x ( ;c* 2 x Regles de réduction:
uv)* £ u* v*
$ ‘ & * MN — M
* Alors M est une application M1M> = b ’ I AZZ M
# On cherche un terme X 7 n'y a qu'a poser la [[T]Aj; - ;M
X &
X N —* M[x:=N] nouvelle regle: 1) i xefv(M)
SMNP — MP(NP) ! [x] (MiM2) = S(1x]M)([x]M2)
. X 2 S([x]Ma)([x]M2) rest si xefv(MiM)

+ Alors XN = S([x]M1)([x]M2)N — ... ?
... (([x]M1)N) (([x]M2)N)
—* (Mi[x:=N]) (M2[x:=N]) par hypothese de récurrence
= M[x:=N]



Traductions en termes combinatoires

M,N,P,....=S | KI|TI combinateurs (constantes)
= %* e | x variables
* Lemme. ([X] M) N M[X—N] | MN applications
+ Cas 3 / 3- XEfV(M) et M=x x* 2 x Regles de réduction:
(uv)* £ u* v* SMNP — MP(NP)
: : - * MN — M
« Alors M est une application M1M; o) = el RN
* On cherche un terme X = [x] M tel que [x]x=1
[x] M £ KM
X N —* M[x:=N] = (Mi[x:=N])(Ma[x:=N1) et
- > [x] (MiM2) = S([x]M1)([x]M2)
. X #8([x]M1)([x]M2) (résumé) si xefv(MiMy)

« Alors XN = s([x]M1)([x]M2)N
— (([x]M1)N) (([x]M2)N)
—* (Mi[x:=N]) (M2[x:=N]) par hypothese de récurrence
— Ve IN=E



Traductions en termes combinatoires

M,N,P,...:=S | KI|I combinateurs (constantes)
i % : | x variables
* Lemme, ([x] M) N — M[x:N] | MN applications
: = x*Ex Regles de réduction:
* On peut ensuite démontrer: (u0)* & u* o* SMNP — MP(NP)
*[hre —m*] — s * (Ax . u) 2 [x] u* KMN — M
Lemme. u*[x:=0"] = (u|x:=v]) ot
& R * * [x]x 21
Donc ((Ax . u) v) (*[x]*u ) v : * 1M = M
per ol [X:ZU ] — (M[XZIU]) si xgfv(M)
; . 2 : X [x] (M1M2) = S([x]M1)([x]M2)
On en déduit que la logique combinatoire si xefv(MiM>)

implémente correctement la 3-réduction:
ou presque!

* Lemme. Siu —" v, alors u™ —* 0’
Arg: réduction de téte faible seulement

(ou un peu plus)... mais ne préserve pas la
réduction sous les A

+ Détails: voir TD.



Logique combinatoire

R/

“ [l est maintenant facile d'implémenter

une machine pour réduire les termes Regles de réduction:
SMNP — MP(NP)
combinatoires: KMN — M
IM—->M
type ski_terme = S | K | I
| VAR of stri
| of string \eS 7\

APPL of ski_terme * ski_terme;;

. S S ;
let rec ski_norm m = éd\}‘t Pa
match m with Ne e
S| KI|I->m

| VAR x -> m
| APPL (mO, ml) ->
match ski_norm mO with
I -> ski_norm mil
| APPL (K, m’) -> m?’
| APPL (APPL (S, m3), m2) -> ski_norm (APPL (APPL (m3, ml1), APPL (m2, mil)))
| m>0 -> APPL (m’0, ski_norm ml);;



Une machine de Krivine pour SKI

i |

* (explore) uv, args ~ u, v::args

(I) I, vsrest ~ v, rest
(K) K/ 7]133772337’€St 2% 01, reSt Regles de réduction:
SMNP — MP(NP)
(S) S, U1::02::03:rest ~ v1, 03::(0203)::rest CMN — M
IM—->M

* Théoremes de correction, de progres:
voir poly machines.pdf



Machines a réduction de graphes

+ Permettent d’éviter la réévaluation d’un méme

argument copié plusieurs fois

APPL Pour toutes les variantes
PN =~ M de l'idée, lire:
T M
APPL
/ \ M
APPL N
K M
APPL APPL
g R
APPL P APPL APPL
/ %
APPL N M N P

N

S M




Machines a environnement



Le probleme de la substitution

« (explore) uv, args ~ u, v::args
(B) Ax 1 virest vl rest

* Comment implémenter ulx:=v]?

“ ... sans faire d’erreur d’a-renommage?

“ ... paresseusement?



Machines a environnement

* On maintient un environnement p qui a chaque

variable x associe un terme par lequel x aurait di étre

remplacée plutdtvp, non? ~ probleme ol aussi
non¢

+ (explore) uv, p, args ~ u, p, v::args
(B) Ax . u, p, viirest = u, plxrv), rest
(var) x, p, args ~ p(x), p, args six € dom p

* ... modulo a-renommage (ignoré ici!)

» ... correct?



Les calculs a substitutions explicites

Explicit Substitutions

Martin Abadi, Luca Cardelli, Pierre-Louis Curien, Jean-Jacques Lévy

% T ‘a COmmenCer par February 6th, 1990
le Ao-calcul

S

Now Binding ”  Today
n(l.s0"] Alphabeta Soup
Chicken Curry
No clashes Lamb Da
’’’’’ €s S-Kargots
Appl Pie

e rere les environnements

Reduced prices

No substitutions Lcso
A R )

a I'intérieur du calcul

» résout les difficultés (.
d’a-renommage en suivant ] e
une ancienne idée de VoA A
N. G. de Bruijn




La notation de de Bruijn

o%

» Idée: remplacer les variables liées

“ par des pointeurs vers les abstractions
qui les lient

“ puis noter ces pointeurs par des entiers

Nicolaas Govert de Bruijn

https://www.tuencyclopedie.nl/images/thumb/9/9c/Lemma_28 Foto_1l.jpg/200px-Lemma_28 Foto_1l.jpg

MATHEMATICS

LAMBDA CALCULUS NOTATION WITH NAMELESS DUMMIES,
A TOOL FOR AUTOMATIC FORMULA MANIPULATION,
WITH APPLICATION TO THE CHURCH-ROSSER THEOREM

BY

N. G. DE BRUILJN

(Communicated at the meeting of June 24, 1972)

ABSTRACT



Un exemple

Ax . (Ay . xy(Az . z(xy))) (Az . zx) Ax

\
s
A|y )\‘z

i /\
i
SR s
N

‘- Yy



Pointeurs...

Ax . (Ay . xy(Az . z(xy))) (Az . zx)




Pointeurs... codés par des entiers

Ax . (Ay . xy(Az . z(xy))) (Az . zx)

On code

chaque pointeur
par un entier
comptant

le nombre de A
a traverser en remontant
pour retrouver le site

de liaison



Note 2: le méme

| .es mmeopet  yarigbles sont inutiles!

représenter des
variables différentes

Ax . (Ay Fxy(Az . z(xy))) (Az . zx) A
| Théoreme. Deux A-termes sont

a-équivalents

@ 1 s oo
Notation de de Bruijn: / \ ssi leurs notations de de Bru1]n
A 20 AL (B2 A 12 < z sont identiques.

Note 1: une méme /@\ /@\
variable peut @ -

apparaitre avec / \ ‘ 1 2
2

plusieurs numéros
1 /@\
@

e



T'ermes de de Bruijn

2 Svntaxe: MN, . =X (variables libres)
1121 ... (indices de de Bruijn)
MN
AM (plutdt que A . M)

“ La [-réduction devient:
(AM)N — M[1<N]

“ ... on doit définir le « remplacement de 1 par N »












\

car a partir d’ici, ... non, pas N, il faut
la variable a remplacer (x), \ ajuster ses indices de de
c’est 2 Bruijn

N



I A

N’ = « N avec ses indices ‘

< / \ libres incrémentés de 1 » ( @
N
S0 W






























Substitution de de Bruijn, formellement

(MN)[n< P|] = M[n+<+ P|N[n+<+ P]
(AM)[nP] = A(M[n+ 1<« PJ) UMMN) = UMM)UN)
zn+— P] = «x Up(AM) = MNUZ,(M))
m sim<n UI?(;I;) =
m[n <+ P| = Ur(P) sim=mn . N p+n—1 sip>k
m—1 sim>n Ui(p) = ) sinon
Incrémente
7 . tous les indices > k
# [B-réduction: (AM)N — M[1<N] A

de n—1



T'raductions de et vers de Bruijn

» Paramétrées par une liste £=[x1; ...; x,] de variables [suffisamment longue]

(idée: on va remplacer la variable x; par I'indice de de Bruijn i)

A — de Bruijn de Bruijn —» A
i) g e i(avec i minimal) oA =
... etxsipasdans? WA=
(uv)d (£) = ude (£) (v (£)) (MN)e (£) = Me (£) (N° (£))
(Ax . u)db (£) = A(udb (x::2)) (AM)e (£) = Ax . (Mo (x::2))
* Prop.siu —u’ * Prop.siM — M’
alors ude () — u’de () alors Mo (£) — M’ (£)

... et les deux traductions sont inverses "une de I’autre.



Les calculs a substitutions explicites

Explicit Substitutions

Martin Abadi, Luca Cardelli ™ ‘e-Louis Curien, Jean-Jacques Lévy

* ... acommencer par
= e
le Ao-calcul . gD

\ tS v Binding | ”  Today A
: ﬂch“ \e . m\eme“ == ity
& gere lesier— qa ™ it 3 |
g 1re’ o7 ot
a l te (A No substit ,
rés( ave _
d’ - i

.\ Pail
une ancienne ide ,
N. G. de Bruijn

wwwwww




Le Ao-calcul, progressivement

* MUN,...:=x 111 MNIAM | M[S]
e o)

Jouvelle construction

Il manque 2, 3, ...? interne au langage:
Non, ils seront définissables. 515 I'environnement S »

Par exemple,

On va définir les 1(1[2 - tDIid]
« environnements » sera un terme de notre langage,
= substitutions explicites pas une notation pour 12
= piles (qui sera sa forme normale)

petit a petit



Le Ao-calcul, progressivement

* MUN,...:=x 111 MNIAM | M[S]
e o)

* () (AM)N — M|N -id]

Imaginons qu’une pile S
soit une notation pour une
liste infinie [1<~N1,2<Npy,...]



Le Ao-calcul, progressivement

& N | NMINEE AN VLS
S5 e ido[E 7

* (B) (AM)N —> MIN - id]

Imaginons qu’une pile S
Ca, c'est la pile représentant la soit une notation pour une
liste infinie [1«1,2<2,...] liste infinie [1<N1,2<N>,...]



Le Ao-calcul, progressivement

SN s VN ANEE V]S
S 5. e d- NS 2

“ (B) (AM)N —> M[N - id]

Imaginons qu'une pile S
Ca, c'est la pile représentant la soit une notation pour une
liste infinie [1«1,2<2,...] liste infinie [1<N1,2<N>,...]

Si S représente [1<N1,2<-N>,...], donc N - id représente

alors N - S représente [1<N2<13<2,...]

[1<—N,2<—N1,3<—N2,...]



Le Ao-calcul, progressivement

SN s VN ANEE V]S
S 5. e d-FINS 2

- 1d ]
Il manque 2, 3, ...7?
Non, ils seront définissables.



Le Ao-calcul, progressivement

SN s VN ANEE V]S
S oo | NS P 2

* 1C
Il manque 2, 3, ...7? Le shift: représente
Non, ils seront définissables. [1<2,2<3,...]
+ On pose: 2 =1 [T] (Introduire le shift 1

plutdt que 2 directement
résoudra aussi
un autre probleme
que nous verrons plus tard)



Le Ao-calcul, progressivement

SN e VN AN VIS
5o ol NS | 1 50 5

On aurait pu aussi poser

L 3=1[11[1],
Il manque 2, 3, ...7? 4="1[11[11[1] etc.
Non, ils seront définissables. C’est un choix; en Ao,

ces derniers termes ne seraient pas normaux.

X On pose: 2 — 1["*] CompOSition.

Par exemple, 1 o 1 représente

Sl o= (1324 .. ]

e 1[T = (T = T)] et 1 o (1 o 1) représente
etc. [1<4,2<5,...]




| .e Ao-calcul, progressivement

N NN

* (B) AM)N — MIN -id]




Le Ao-calcul, progressivement

sl N e [ VN EAM NS
oo NS | P L 50 5

* (B) AM)N — MIN - id]



Le Ao-calcul, progressivement

sl N e [ VN EAM NS
oo NS | P L 50 5

* (B) AM)N — MIN - id]



Le Ao-calcul, progressivement

N e L NN A ML VTS
S o o | NS )

* (B) (AM)N — M[N - id]




Le Ao-calcul, progressivement

sl N e [ VN EAM NS
oo NS | P L 50 5

* (B) (AM)N — M[N - id]




Le Ao-calcul, progressivement

SN e | [ MIN EAM EMIS
oo NS | P L 50 5

* (B) (AM)N — M[N - id]




Le Ao-calcul, progressivement

sl N e [ VN EAM NS
oo NS | P L 50 5

* (B) (AM)N — M[N - id]



Le Ao-calcul, progressivement

SN e | [ MIN EAM EMIS
oo NS | P L 50 5

“ () (AM)N




Le Ao-calcul, progressivement

sl N e [ VN EAM NS
oo NS | P L 50 5

* (B) (AM)N — M[N - id]



Laregle AM)[S] > MM ? ])

¢ 5i S représente [1<—N1,2<Ny,...]

“ on veut que, dans la pile inconnue:

e

8 N



Laregle (AM)[S] — MM

¢ 5i S représente [1<—N1,2<Ny,...]

“ on veut que, dans la pile inconnue:
gl

+ 2 «— Nip ... euh, non, il faut incrémenter

tous les indices de Ni1de 1

« C’est a ca que sert le shift 1!



Larégle OS] > MM 2 )

¢ Si S représente [1<N1,2<Ny,...]

“ on veut que, dans la pile inconn

S ]

+ La pile inconnue est donc: 1-(So 1)



Le Ao-calcul, progressivement

sl N e [ VN EAM NS
oo NS | P L 50 5

* (B) (AM)N — M[N - id]



progressivement

AM | M|[S]
S0 S5

2 (ﬁ) (AM N — M|N - id]




Le Ao-calcul, progressivement

sl N e [ VN EAM NS
oo NS | P L 50 5

* (B) (AM)N — M[N - id]



Problemes de confluence 1

®) WON — MN -] @ |

()\M) 1d 1[N-S]—=N o (N-S)—S

. (MN)[S] — M[S](NI[S]) (N-S)o S8 —=NI[S]- (S0 5

/ \ . (AM)[S] = AM[1 - (So M)])
. M[S][S"] = MIS o §] (S05’)05”—>So0 (S 08"
. idoS—S

AMI[] - (id o T) . Mid] - M Soid—S$
\ 4
AMIT - 1])

.. et 1a, pas de réduit commun en général
(prendre M=x)



Problemes de confluence 1

(B) AM)N — MIN - id]

()\M) id ] [N-S] >N Po(N-S)—§
. (MN)[S] = M[S](NI[S]) (N-S)oS"—=NI[S]-(S05)

/ \ .(AM)[S] = AMI1 - (So 1))
. M[S][S’] = M[S o §'] (S0S)08”—=S0(S" 08"
: idoS—S

A(M[l (ld O T) -Ml[id] = M Soid—S

T — B

vr'

AMIT - 1])

Il y a une procédure (Knuth-Bendix) qui répare
ce genre de problemes. Ici, elle rajouterait la regle:

AMI[T-1]) - AM

Nous allons plutét rajouter la regle 1 - 1 — i1d




Problemes de confluence 2

A e e s
En presence de 1 T d T _
(1 : T) oS 1[N-S]—=N Po(N-S)—S
. (MN)[S] — M[S](NI[S]) (N-S)o S8 —=NI[S]- (S0 5
/ \ .(AM)[S] = AM[1 - (So M)
. MI[S][S’] = M[S o §'] (505 05”50 (S 05"
: . idoS—S
1[5] : (T O S) ido S | Mid-M Soid—S$

On rajoute la regle: 1[S] - (1 0 S) — S



|.e Ao-calcul

sl N e [ VN EAM NS
oo NS | P L 50 5

* (B) (AM)N — M[N - id]




