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Aujourd’hui

❖ Suite de notre étude du λ-calcul simplement typé: 
logique du premier ordre

❖ puis arithmétique (de Peano) du premier ordre

❖ On revient à une version intuitionniste… si vous voulez 
rajouter C, je vous laisse libre!



Et ce sera la fête à…

Qui est-ce?



Et ce sera la fête à… Kurt Gödel

Par Auteur inconnu — Familienalbum der Familie Gödel, 
Scan from Gianbruno Guerrerio, 

Kurt Gödel - Logische Paradoxien und mathematische Wahrheit, S.24, 
Domaine public, 

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=10595692



Logique du premier ordre



La logique du premier ordre

❖ En plus de ⇒, on a ∀ 
(aussi ∃, j’en parlerai de temps en temps)

❖ Pour ça, on a besoin: 
— d’expressions (i+1, f(g(a,j),i), etc.), 
— de formules atomiques un peu plus complexes 
     qu’avant (P(i+1), R(a,f(a,j)), etc.) 
— et de variables i, j, … sur lesquelles on peut quantifier 
     (i.e., on peut écrire ∀i, j . P(i+j) ⇒ R(i,f(i,j)) par ex.)



Expressions

❖ On se donne:

❖ un ensemble dénombrable de variables d’expressions i, 
j, k, …  (pour les distinguer des variables du λ-calcul)

❖ une signature ∑ = ensemble de couples f/n, 
f symbole de fonction, n son arité (= nb. d’arguments)

❖ Expressions e, e’, … ::= i 
                                      | f(e1, …, en)  avec f/n ∈ ∑



Expressions

❖ Expressions e, e’, … ::= i 
                                      | f(e1, …, en)  avec f/n ∈ ∑

❖ Par exemple, plus tard, pour l’arithmétique, on aura: 
∑ = {0/0, s/1, +/2, */2}

❖ On écrira i+1 plutôt que +(i, s(0()))   (lisibilité…)



Formules atomiques

❖ On se donne aussi des symboles de prédicats P/n

❖ Formules atomiques A ::= P(e1, …, en)

❖ Par ex., pour l’arithmétique, ≈/2 (uniquement) 
              (oui, j’écris ≈ en syntaxe, pour la distinguer de la relation d’égalité =, qui est de la sémantique)

❖ On écrira i+1≈j plutôt que ≈(i+1, j)  (lisibilité…)



Formules

❖ On se donne aussi des symboles de prédicats P/n

❖ Formules atomiques A ::= P(e1, …, en)

❖ Formules F, G, … ::= A          (formules atomiques) 
                                  | F ⇒ G  (comme en logique prop.) 
                                  | ∀i . F    (nouveau)



Déduction naturelle (=typage)
❖ Termes: 

u, v, … ::= x 
               | uv 
               | λx.u

Γ, x:F ⊢ u : G
Γ ⊢ λx.u : F ⇒ G

(⇒I)

Γ, x:F ⊢ x : F
(Ax)

Γ ⊢ v : F
Γ ⊢ uv : G

Γ ⊢ u : F ⇒ G
(⇒E)

❖ Réduction: 
(β)   (λx.u)v → u[x:=v]

❖ Types (formules): 
F, G, … ::= A 
               | F ⇒ G

| ∀i . F
| ue

(B)   (Λi . u)e → u[i:=e]

Γ ⊢ u : G
Γ ⊢ Λi . u : ∀i . G

(∀I)
Γ ⊢ ue : G[i:=e]
Γ ⊢ u : ∀i . G

(∀E)

(si i pas libre dans [aucune des formules de] Γ)

| Λi . u



Propriétés fondamentales
❖ Ceci est la logique 

(intuitionniste minimale) 
du premier ordre

❖ Autoréduction: si Γ ⊢ u : F est dérivable 
et u → v         alors Γ ⊢ v : F est dérivable.

❖ Normalisation forte: si Γ ⊢ u : F est dérivable, 
                            alors u est fortement normalisable.

❖ D’où cohérence: on ne peut pas prouver toute formule.



Normalisation forte
❖ C’est facile! 

(Candidats pas nécessaires.)

❖ Fonction d’effacement: 
enlève tout ce qui est du premier ordre

❖ E(P(e1, …, en))=P   E(∀i . F)=E(F)    E(F ⇒ G)=E(F)⇒E(G) 
              E(Λi . u)=E(u)     E(ue)=E(u) 
              E(uv)=E(u)E(v)  E(λx.u)= λx.E(u)   E(x)=x

❖ Observation clé: Si Γ ⊢ u : F au premier ordre, 
                         alors E(Γ) ⊢ E(u) : E(F) en types simples.



Normalisation forte
❖ Observation clé: Si Γ ⊢ u : F au premier ordre, 

                         alors E(Γ) ⊢ E(u) : E(F) en types simples.

❖ Si u → v  par (β), alors E(u) → E(v)  par (β) 
Si u → v  par (B), alors E(u) = E(v)

❖ Supposons Γ ⊢ u : F au premier ordre, 
et u=u0 → u1 → … → un →∞ …, 
alors E(u0) →≤1 E(u1) →≤1 … → E(un) →≤1 … par (β)

❖ Or les termes simplement typés terminent



Normalisation forte
❖ Supposons Γ ⊢ u : F au premier ordre, 

et u=u0 → u1 → … → un →∞ …, 
alors E(u0) →≤1 E(u1) →≤1 … → E(un) →≤1 … par (β)

❖ Or les termes simplement typés terminent 
donc: nb. fini de (β) dans la réduction 
    u=u0 → u1 → … → un →∞ …

❖ i.e., pour tout n assez grand, un → un+1 est par (B): 
    impossible car le nb. de Λ diminue strictement!  ☐



Curry-Howard, suite



Curry-Howard

❖ Un programme de type ∀i . F(i), 
c’est un programme qui prend une valeur e, et retourne 
une preuve de F(e)

❖ ~ types dépendants: cons: ∀n . int ⇒ list(n) ⇒ list(n+1)



Le quantificateur existentiel
❖ Un peu comme ∀, 

mais symétrique

Γ ⊢ u : G[i:=e]
Γ ⊢ ι(e, u) : ∃i . G

(∃I)
Γ ⊢ case u of ι(i, x) ↦ v : H

Γ ⊢ u : ∃i . G
(∃E)

Γ ⊢ u : G
Γ ⊢ Λi . u : ∀i . G

(∀I)
Γ ⊢ ue : G[i:=e]
Γ ⊢ u : ∀i . G

(∀E)

(si i pas libre dans [aucune des formules de] Γ)

Γ, x:G ⊢ v : H

(si i pas libre dans [aucune des formules de] Γ, H)

❖ Vous aurez sans doute aussi remarqué la 
ressemblance avec les règles du « ou »



Le quantificateur existentiel

Γ ⊢ u : G[i:=e]
Γ ⊢ ι(e, u) : ∃i . G

(∃I)
Γ ⊢ case u of ι(i, x) ↦ v : H

Γ ⊢ u : ∃i . G
(∃E)

Γ, x:G ⊢ v : H

(si i pas libre dans [aucune des formules de] Γ, H)

❖ Vous aurez sans doute aussi remarqué la 
ressemblance avec les règles du « ou »

❖ Nouvelle règle de réduction: 
case ι(e,u) of ι(i,x) ↦ v  →  v[i:=e,x:=u]



Curry-Howard

Γ ⊢ u : G[i:=e]
Γ ⊢ ι(e, u) : ∃i . G

(∃I)
Γ ⊢ case u of ι(i, x) ↦ v : H

Γ ⊢ u : ∃i . G
(∃E)

Γ, x:G ⊢ v : H

(si i pas libre dans [aucune des formules de] Γ, H)

❖ ∃n . list(n)   est juste le type des listes (de longueur 
arbitraire)

❖ Un élément canonique (terme clos en forme normale) 
de type ∃n . list(n) 
est un couple ι(e, u) où: 
— e est une expression (dénotant un entier, on imagine) 
— u est une liste de longueur e

❖ case ι(e,u) of ι(i,x) ↦ v  →  v[i:=e,x:=u]



Curry-Howard

Γ ⊢ u : G[i:=e]
Γ ⊢ ι(e, u) : ∃i . G

(∃I)
Γ ⊢ case u of ι(i, x) ↦ v : H

Γ ⊢ u : ∃i . G
(∃E)

Γ, x:G ⊢ v : H

(si i pas libre dans [aucune des formules de] Γ, H)

❖ En général, ∃n . F(n) est un type abstrait 
(on cache la valeur de n)

❖ Un élément canonique (terme clos en forme normale) 
de type ∃n . F(n) 
est un couple ι(e, u) où: 
— e est une expression (dénotant un entier par ex.) 
— u est un λ-terme/une preuve de type F(e)

❖ case ι(e,u) of ι(i,x) ↦ v  →  v[i:=e,x:=u]



Arithmétique du premier ordre 
(PA1, HA1)



PA1 = logique du premier ordre + …
❖ Une théorie du premier ordre, c’est-à-dire un ensemble 

d’axiomes (qu’on mettrait donc dans Γ)

❖ (Refl) ∀i . i ≈ i

❖ (Subst) ∀i, j . i≈j ⇒ F(i) ⇒ F(j) 
                           (plus formellement, ∀i, j . i≈j ⇒ F ⇒ F[i:=j])

pour chaque 
formule F

❖ ∀i . ¬0≈s(i)

❖ ∀i, j . s(i)≈s(j) ⇒ i≈j

❖ ∀i . i+0≈i

❖ ∀i, j . i+s(j)≈s(i+j)

❖ ∀i . i*0≈0

❖ ∀i, j . i*s(j)≈i*j+i

« Axiomes de Peano »

❖ Principe de récurrence: F(0) ⇒ (∀j . F(j) ⇒ F(s(j))) ⇒ ∀j . F(j)

pour chaque 
formule F



Note

❖ PA1 = arithmétique de Peano du 1er ordre 
        = logique classique + ax. de Peano + récurrence

❖ HA1 = arithmétique de Heyting du 1er ordre 
        = log. intuitionniste + ax. de Peano + récurrence

❖ C’est cette dernière que nous allons étudier 
… les stakhanovistes ajouteront 
     l’opérateur C de Felleisen pour obtenir PA1!



La récurrence
❖ C’est la récurrence le (schéma d’)axiome(s) important. 

On en fait une règle en tant que telle:

Γ ⊢ Ruve : F(e)
Γ ⊢ u : F(0)

(Rec)
Γ ⊢ v : ∀j . F(j) ⇒ F(s(j))

❖ On va évacuer le cas des axiomes de Peano par une ruse 
(un format de preuve modulo, comme en Coq; plus tard)



Simplifications de preuve (1/2)

Γ ⊢ Ruv0 : F(0)
Γ ⊢ u : F(0)

(Rec)
Γ ⊢ v : ∀j . F(j) ⇒ F(s(j))

Γ ⊢ u : F(0)



Simplifications de preuve (2/2)

Γ ⊢ Ruv(s(e)) : F(s(e))
Γ ⊢ u : F(0)

(Rec)
Γ ⊢ v : ∀j . F(j) ⇒ F(s(j))

Γ ⊢ v : ∀j . F(j) ⇒ F(s(j))
(∀E)

Γ ⊢ ve : F(e) ⇒ F(s(e))
Γ ⊢ Ruve : F(e)

Γ ⊢ u : F(0)
(Rec)

Γ ⊢ v : ∀j . F(j) ⇒ F(s(j))

(⇒E)
Γ ⊢ ve(Ruve) : F(s(e))



La récurrence

Γ ⊢ Ruve : F(e)
Γ ⊢ u : F(0)

(Rec)
Γ ⊢ v : ∀j . F(j) ⇒ F(s(j))

❖ R est le récurseur:  Ruv est, moralement, la fonction g définie par:

                        g(0)=u   g(n+1) = v(n, g(n))

❖ Principe de récurrence primitive 
… mais à tous les types: 
le type de retour de g n’est pas juste N

Ruv0 → u 
Ruv(s(e)) → ve(Ruve)

Par Auteur inconnu — Familienalbum der Familie Gödel, 
Scan from Gianbruno Guerrerio, 

Kurt Gödel - Logische Paradoxien und mathematische Wahrheit, S.24, 
Domaine public, 

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=10595692



Axiomes de Peano

❖ En principe, pour chaque axiome G, je 
devrais rajouter une constante cG : G

❖ … et une palanquée de règles de 
simplification, par exemple: 
    c(Subst)ee(c(Refl)e)u → u

❖ Non, on va ruser.



Preuve modulo
❖ On va directement se donner un système de réécriture

❖ … et s’autoriser à simplifier les expressions et les 
formules via ce système de réécriture 
(on remplace des preuves par des calculs)

(0≈s) 0≈s(e) →ℕ ⊥

(s≈s) s(e)≈s(e’) →ℕ e≈e’
(+0) e+0 →ℕ e
(+s) e+s(e’) →ℕ s(e+e’)
(*0) e*0 →ℕ 0
(*s) e*s(e’) →ℕ e*e’+e



HA1 en preuve modulo

Λi · u : ∀i · F

e

eue : F[i:=e]

Logique du 
premier ordre
(intuitionniste, 
et avec faux)

RuveRécurrence

Preuve
modulo

Ah, et ça, 
c’est pour
démarrer

les preuves d’égalité! (r0 est une constante inerte, sans règle de réduction)



HA1 en preuve modulo

Λi · u : ∀i · Feue : F[i:=e]

Logique du 
premier ordre
(intuitionniste, 
et avec faux)

Ruve eRécurrence

Preuve
modulo

Ceci prouve exactement la même chose que HA1… 
voir Exercices 25–27 du poly (types.pdf)!



Réductions

eue : F[i:=e]

Logique du 
premier ordre
(intuitionniste, 
et avec faux)

eRuveRécurrence

Preuve
modulo

∇ue → ∇u
Ruv0    →    u 

     Ruv(s(e))    →    ve(Ruve)

Premier ordre
(avec faux)

Récurseur

(B)         (Λi · u)e → u[i:=e]

Λi · u : ∀i · F

e+0 e
e+s(e’) s(e+e’)

e*0 0
e*s(e’) e*e’+e



Normalisation forte



Une mauvaise nouvelle
❖ Non, on ne pourra pas s’en tirer à coup d’effacement de 

tout ce qui est premier ordre…

❖ Si vous effacez le premier ordre dans: 
                           Ruv0 → u 
                           Ruv(s(e)) → ve(Ruve) 
vous obtenez: 
                           Ruv → u 
                           Ruv → v(Ruv) 
qui ne termine plus…



Candidats de réductibilité
❖ Donc on va réutiliser les candidats de réductibilité

❖ REDA = RED⊥ = SN, REDF⇒G = REDF⇒REDG 
RED∀i . F = {u | pour tout e, ue ∈ REDF[i:=e]}

❖ Juste un petit souci: pourquoi ceci est-il 
une définition valide?  (par récurrence sur quoi?)

❖ par récurrence sur |F| par exemple, avec: 
|A|=|⊥|=1   |F⇒G|=|F|+|G|+1  |∀i . F|=|F|+1 
Note: |F[i:=e]| = |F| (exercice!) < |∀i . F|

W.W. Tait
https://i1.rgstatic.net/ii/profile.image/279214973571093-1443581445569_Q512/William-Tait-3.jpg



❖ REDA = RED⊥ = SN, REDF⇒G = REDF⇒REDG 
RED∀i . F = {u | pour tout e, ue ∈ REDF[i:=e]}

❖ Comme d’habitude: 
Lemme B.  Pour tout type F, REDF est un candidat.

❖ Lemme C.  Si (pour tout v ∈ REDF, s[x:=v] ∈ REDG) 
                         alors λx.s ∈ REDF⇒G

❖ Lemme D.  Si u ∈ RED⊥, alors pour tout type F, 
                         ∇u ∈ REDF

Candidats de réductibilité

(neutre=ne commence pas par λ, Λ, ∇)



❖ Lemme N.  →ℕ termine.

❖ On définit une mesure [e] ∈ ℕ telle que: 
— pour toute règle e →ℕ e’, [e] > [e’] 
— si [e] > [e’] alors [f(…, e, …)] > [f(…, e’, …)] 
     pour tout symbole de fonction f

❖ Donc si e →ℕ e’ alors [e] > [e’]. 
Or il n’y a pas de suites ∞ strict. décroissantes dans ℕ.

❖ Par ex. [0]=1, [s(e)]=[e]+1, [e+e’]=[e]+2[e’], [e*e’]=[e](3[e’]+1) 
             [e≈e’]=[e]+[e’], [⊥]=0

Nouveaux résultats (0≈s) 0≈s(e) →ℕ ⊥

(s≈s) s(e)≈s(e’) →ℕ e≈e’
(+0) e+0 →ℕ e
(+s) e+s(e’) →ℕ s(e+e’)
(*0) e*0 →ℕ 0
(*s) e*s(e’) →ℕ e*e’+e



❖ ⟦i⟧=⟦0⟧=0    ⟦s(e)⟧=⟦e⟧+1    ⟦e+e’⟧=⟦e⟧+⟦e’⟧   ⟦e*e’⟧=⟦e⟧×⟦e’⟧ 
                     ⟦e≈e’⟧=(⟦e⟧=⟦e’⟧)    ⟦⊥⟧=faux

❖ Si e →ℕ e’ alors ⟦e⟧=⟦e’⟧  (exercice).

❖ Lemme I. si F →ℕ F’ alors REDF = REDF’.

❖ Par récurrence sur l’endroit où se passe la réduction… 
qui est forcément dans une formule atomique.

❖ Or si A, B atomiques (ou ⊥), alors REDA = REDB (=SN).

Deux invariants (0≈s) 0≈s(e) →ℕ ⊥

(s≈s) s(e)≈s(e’) →ℕ e≈e’
(+0) e+0 →ℕ e
(+s) e+s(e’) →ℕ s(e+e’)
(*0) e*0 →ℕ 0
(*s) e*s(e’) →ℕ e*e’+e



Le lemme dont on a besoin pour (Rec)
❖ Lemme R. Si u ∈ REDF(0) et v ∈ RED∀j . F(j) ⇒ F(s(j)), 

              alors Ruve ∈ REDF(e) pour toute expression e.

❖ Avant de commencer à le prouver, notez que 
            Ruve 
est une construction de notre λ-calcul étendu, 
            pas R, pas Ru, pas Ruv.

❖ Ceci va simplifier la preuve, même si ce n’est pas 
indispensable: usuellement, on se contente de rajouter 
une constante de récurseur R.



Le lemme dont on a besoin pour (Rec)
❖ Lemme R. Si u ∈ REDF(0) et v ∈ RED∀j . F(j) ⇒ F(s(j)), 

              alors Ruve ∈ REDF(e) pour toute expression e.

❖ Par (CR3)!  Ruve est neutre. 
Il y a cinq cas:

Ruve

u ve*(Ruve*)
(si e=0)

Ru’ve Ruv’e Ruve’
(si e=s(e*))

par récurrence sur 
quoi?

(comme d’habitude, u’ est 
un réduit en une étape 

de u, etc.)



Le lemme dont on a besoin pour (Rec)
❖ Lemme R. Si u ∈ REDF(0) et v ∈ RED∀j . F(j) ⇒ F(s(j)), 

              alors Ruve ∈ REDF(e) pour toute expression e.

❖ Par (CR3)!  Ruve est neutre. 
Il y a cinq cas:

Ruve

u ve*(Ruve*)
(si e=0)

Ru’ve Ruv’e Ruve’
(si e=s(e*))

par récurrence sur 
(⟦e⟧, u, v, e),

prod. lexico de ≤, →, →, →ℕ

∈ REDF(e) 
(hyp. rec.)

∈ REDF(e) 
(hyp. rec.)

∈ REDF(e’) 

= REDF(e) 
(hyp. rec. + 
Lemme I)

(hyp.1) Ah… voyons ça 
en détail



Le cinquième cas
❖ On a Ruve → ve*(Ruve*), 

          avec e=s(e*)

❖ Donc ⟦e*⟧ < ⟦e⟧ (qui vaut ⟦e*⟧+1)

❖ On peut donc appliquer l’hyp. de récurrence: 
                       Ruve* ∈ REDF(e*).

❖ Or v ∈ RED∀j . F(j) ⇒ F(s(j)), 
donc ve* ∈ REDF(e*) ⇒ F(s(e*)),  i.e., ve* ∈ REDF(e*) ⇒ F(e)

❖ et donc ve*(Ruve*) ∈ REDF(e).

par récurrence sur 
(⟦e⟧, u, v, e),

prod. lexico de ≤, →, →, →ℕ



Le lemme dont on a besoin pour (Rec)
❖ Lemme R. Si u ∈ REDF(0) et v ∈ RED∀j . F(j) ⇒ F(s(j)), 

              alors Ruve ∈ REDF(e) pour toute expression e.

❖ Par (CR3)!  Ruve est neutre. 
Il y a cinq cas:

Ruve

u ve*(Ruve*)
(si e=0)

Ru’ve Ruv’e Ruve’
(si e=s(e*))∈ REDF(e) 

(hyp. rec.)
∈ REDF(e) 
(hyp. rec.)

∈ REDF(e’) 

= REDF(e) 
(hyp. rec. + Lemme I)

(hyp.1) ∈ REDF(e) 
(cool.)

☐

par récurrence sur 
(⟦e⟧, u, v, e),

prod. lexico de ≤, →, →, →ℕ



❖ Def: θ ∈ REDΓ ssi pour tout x:F dans Γ, θ(x) ∈ REDF

❖ Thm. si Γ ⊢ u : G dérivable alors 
          pour toute θ ∈ REDΓ, uθ ∈ REDG.

❖ Preuve: par récurrence sur la dérivation de Γ ⊢ u : G, 
comme les dernières fois; 
on utilise la déf. de REDF⇒G dans le cas de (⇒E), 
                 le Lemme C pour (⇒I), etc. 
Trois cas nouveaux… (prochains transparents)

Normalisation forte



❖ Def: θ ∈ REDΓ ssi pour tout x:F dans Γ, θ(x) ∈ REDF

❖ Thm. si Γ ⊢ u : G dérivable alors 
          pour toute θ ∈ REDΓ, uθ ∈ REDG.

❖ Cas (Rec):

❖ uθ ∈ REDF(0) et vθ ∈ RED∀j . F(j) ⇒ F(s(j)) (hyp. réc.)

❖ donc         (Ruve)θ ∈ REDF(e)             (Lemme R)

Normalisation forte



❖ Def: θ ∈ REDΓ ssi pour tout x:F dans Γ, θ(x) ∈ REDF

❖ Thm. si Γ ⊢ u : G dérivable alors 
          pour toute θ ∈ REDΓ, uθ ∈ REDG.

❖ Cas (⟷ℕ*):

Normalisation forte



❖ Def: θ ∈ REDΓ ssi pour tout x:F dans Γ, θ(x) ∈ REDF

❖ Thm. si Γ ⊢ u : G dérivable alors 
          pour toute θ ∈ REDΓ, uθ ∈ REDG.

❖ Cas (Ref0):

❖ r0 est normal… donc dans SN = RED0≈0.  ☐

Normalisation forte



Normalisation forte
❖ Thm.  Tout terme typable en HA1 

                 est fortement normalisable.

❖ Voilà!

❖ Ceci implique la cohérence de HA1…



Cohérence de l’arithmétique
❖ Thm.  Il n’y a pas de preuve de ⊢ ⊥ en HA1.

❖ Sinon, il en existerait une preuve normale u

❖ … et close (sans variable x ou i libre [sinon remplacer i par 0])

❖ … et de taille minimale

❖ u est de la forme h t1 … tn où: 
— chaque ti est un λ-terme ou une expression 
— h est une variable ou ∇ (n≥1) ou r0 (n≥0) ou R (n≥3)

non: u est clos



Cohérence de l’arithmétique
❖ Thm.  Il n’y a pas de preuve de ⊢ ⊥ en HA1.

❖ Sinon, il en existerait une preuve normale u

❖ … et close (sans variable x ou i libre [sinon remplacer i par 0])

❖ … et de taille minimale

❖ u est de la forme h t1 … tn où: 
— chaque ti est un λ-terme ou une expression 
— h est une variable ou ∇ (n≥1) ou r0 (n≥0) ou R (n≥3)

non: u=∇v par normalité, 
avec ⊢ v : ⊥… contredit minimalité



Cohérence de l’arithmétique
❖ Thm.  Il n’y a pas de preuve de ⊢ ⊥ en HA1.

❖ Sinon, il en existerait une preuve normale u

❖ … et close (sans variable x ou i libre [sinon remplacer i par 0])

❖ … et de taille minimale

❖ u est de la forme h t1 … tn où: 
— chaque ti est un λ-terme ou une expression 
— h est une variable ou ∇ (n≥1) ou r0 (n≥0) ou R (n≥3)

non: pas le bon type



Cohérence de l’arithmétique
❖ Thm.  Il n’y a pas de preuve de ⊢ ⊥ en HA1.

❖ Sinon, il en existerait une preuve normale u

❖ … et close (sans variable x ou i libre [sinon remplacer i par 0])

❖ … et de taille minimale

❖ u est de la forme h t1 … tn où: 
— chaque ti est un λ-terme ou une expression 
— h est une variable ou ∇ (n≥1) ou r0 (n≥0) ou R (n≥3)

quelles sont les termes 
Ruve normaux clos?



Les termes Ruve normaux clos
❖ Les expr. e normales closes sont les sn(0) 

(exercice!)

❖ Mais Ruve n’est pas normal…

❖ si e=0              (règle Ruv0 → u)

❖ si e=s(e*)         (règle Ruv(s(e*)) → ve*(Ruve*))

❖ Il n’y a aucun terme normal clos de la forme Ruve.

(0≈s) 0≈s(e) →ℕ ⊥

(s≈s) s(e)≈s(e’) →ℕ e≈e’
(+0) e+0 →ℕ e
(+s) e+s(e’) →ℕ s(e+e’)
(*0) e*0 →ℕ 0
(*s) e*s(e’) →ℕ e*e’+e



Cohérence de l’arithmétique
❖ Thm.  Il n’y a pas de preuve de ⊢ ⊥ en HA1.

❖ Sinon, il en existerait une preuve normale u

❖ … et close (sans variable x ou i libre [sinon remplacer i par 0])

❖ … et de taille minimale

❖ u est de la forme h t1 … tn où: 
— chaque ti est un λ-terme ou une expression 
— h est une variable ou ∇ (n≥1) ou r0 (n≥0) ou R (n≥3)

impossible



Cohérence de l’arithmétique
❖ Thm.  Il n’y a pas de preuve de ⊢ ⊥ en HA1.

❖ Sinon, il en existerait une preuve normale u

❖ … et close (sans variable x ou i libre)

❖ … et de taille minimale

❖ u est de la forme h t0 t1 … tn où: 
— chaque ti est un λ-terme ou une expression 
— h est une variable ou ∇ (n=1) ou r0 (n=0) ou R (n≥3)  ☐



Cohérence de l’arithmétique
❖ Thm.  Il n’y a pas de preuve de ⊢ ⊥ en HA1.

❖ Par le second théorème d’incomplétude de Gödel, ce 
théorème n’est pas démontrable en HA1 (ou en PA1).

Par Auteur inconnu — Familienalbum der Familie Gödel, 
Scan from Gianbruno Guerrerio, 

Kurt Gödel - Logische Paradoxien und mathematische Wahrheit, S.24, 
Domaine public, 

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=10595692



Une preuve de cohérence plus simple?
❖ Souvenez-vous de notre preuve de cohérence de la 

logique minimale intuitionniste

❖ Ici aussi, on peut 
donner une preuve 
sémantique de 
la cohérence de HA1 

(et de PA1)



Une preuve de cohérence plus simple?
❖ Une preuve sémantique de la cohérence de HA1 (et PA1)

❖ On considère le 
modèle standard: 
les expressions sont 
interprétées comme des 
éléments de ℕ, 
+ comme +, * comme ×, 
≈ comme =, etc.



Une preuve de cohérence plus simple?
❖ Une preuve sémantique de la cohérence de HA1 (et PA1)

❖ On considère le 
modèle standard

❖ Si ⊢ F est dérivable, 
alors ⟦F⟧=vrai

❖ Or ⟦⊥⟧≠vrai!



❖ Une preuve sémantique de la cohérence de HA1 (et PA1)

❖ On considère le 
modèle standard

❖ Si ⊢ F est dérivable, 
alors ⟦F⟧=vrai

❖ Or ⟦⊥⟧≠vrai!

❖ … c’est une preuve circulaire:

❖ elle suppose qu’on a un 
modèle (ℕ) de PA1, or ceci est 
équivalent à la cohérence de 
PA1.

Une preuve de cohérence plus simple?

Par Auteur inconnu — Familienalbum der Familie Gödel, 
Scan from Gianbruno Guerrerio, 

Kurt Gödel - Logische Paradoxien und mathematische Wahrheit, S.24, 
Domaine public, 

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=10595692



Un retour historique
❖ En 1900, David Hilbert 

propose 23 problèmes,

❖ dont le deuxième:

Par Auteur inconnu — Possibly Reid, Constance (1970) 
Hilbert, Berlin, Heidelberg : Springer Berlin Heidelberg Imprint Springer, p. 230 

ISBN : 978-3-662-27132-2., 
Domaine public, 

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=36302



Par Auteur inconnu — Possibly Reid, Constance (1970) 
Hilbert, Berlin, Heidelberg : Springer Berlin Heidelberg Imprint Springer, p. 230 

ISBN : 978-3-662-27132-2., 
Domaine public, 

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=36302

Un retour historique
❖ On a souvent interprété ce que dit Hilbert 

comme la recherche d’une preuve 
finitiste de non-contradiction de PA1

❖ i.e. n’utilisant que des quantifications sur 
des nombres, pas sur des ensembles



Un retour historique
❖ On a souvent interprété ce que dit Hilbert 

comme la recherche d’une preuve 
finitiste de non-contradiction de PA1

❖ i.e. ne travaillant que sur des nombres, 
pas sur des ensembles (comme ℕ)

❖ Nous avons obtenu une démonstration de 
non-contradiction de HA1 

(donc de PA1, en fait, par une autre astuce de Gödel) 
… elle n’est donc pas finitiste

Par Auteur inconnu — Familienalbum der Familie Gödel, 
Scan from Gianbruno Guerrerio, 

Kurt Gödel - Logische Paradoxien und mathematische Wahrheit, S.24, 
Domaine public, 

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=10595692

Par Auteur inconnu — Possibly Reid, Constance (1970) 
Hilbert, Berlin, Heidelberg : Springer Berlin Heidelberg Imprint Springer, p. 230 

ISBN : 978-3-662-27132-2., 
Domaine public, 

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=36302



Quoi de finitiste dans notre preuve?

❖ Tous les objets ‘informatiques’ 
(formules, preuves, termes, expressions, types) 
sont codables comme des entiers

❖ Notre argument de cohérence: 
‘il n’existe pas de forme normale close de type ⊥’ 
est finitiste

❖ Donc c’est quelque chose dans notre preuve de 
terminaison qui ne l’est pas… mais quoi?



Quoi de finitiste dans notre preuve?
❖ Donc c’est quelque chose dans notre preuve de 

terminaison qui ne l’est pas… mais quoi?

❖ Evidemment, la notion d’ensemble REDF… 
mais ce n’est pas si simple.

❖ Au lieu d’écrire ‘soit u ∈ REDF⇒G’ 
on peut écrire 
       ‘soit u tel que (pour tout v ∈ REDF, uv ∈ REDG)’ 
et par récurrence sur le type, éliminer toute mention 
d’ensembles REDF



Quoi de finitiste dans notre preuve?

❖ En fait, si je vous donne une dérivation 
d’un jugement fixé Γ ⊢ u : F en HA1,

❖ je peux vous refaire toute la preuve 
que u est fortement normalisant…

❖ en inlinant toutes les mentions d’ensembles REDG et SN

❖ et cette preuve est formalisable en HA1 (« finitiste »)



Quoi de finitiste dans notre preuve?

❖ La seule chose non finitiste dans notre preuve, c’est la 
quantification universelle: 
     pour tout jugement Γ ⊢ u : F en HA1, u termine.

❖ Phénomène bien connu (depuis Gödel): l’arithmétique 
n’est pas ω-complète: 

il existe une propriété P telle qu’on peut prouver P(0), 
P(1), …, P(n), … (pour tout entier n), mais pas ∀i . P(i)



Curry-Howard

❖ Ce que nous dit notre formalisation de HA1, c’est que: 
les fonctions de ℕ dans ℕ prouvablement totales en HA1 
sont celles codables en λ-calcul typé 
                            + récurrence primitive à tous les types



Curry-Howard

❖ Une fonction prouvablement totale (en HA1 avec ∃) 
        est une formule R(i,j) 
telle qu’on peut prouver ⊢ ∀i . ∃j . R(i,j) en HA1(+∃).

❖ Soit u le terme de preuve associé, en forme normale.

❖ … u est de la forme Λi . ι(e(i), π(i)), 
     où pour tout n, e(n) termine 
     et définit donc une valeur f(n) — donc f est totale 
     et ⊢ π(n) : R(n, e(n)) est prouvable en HA1(+∃).



❖ Nous passerons à la quantification ∀ du second ordre

❖ C’est le système F, 
inventé en logique (Girard, 1971) 
pour donner une preuve « finitiste » 
de la cohérence de PA2

❖ et en informatique (Reynolds, 1974) 
pour donner un modèle 
du polymorphisme (préfigurant ML)

La prochaine fois

Jean-Yves Girard
(les candidats de réductibilité, c’est lui)

John C. Reynolds

http://ekouter.net/img/img/JeanYvesGirard.jpg

https://www.cs.cmu.edu/sites/default/files/styles/news_item_image/public/john-reynolds.jpg?itok=FGDq9ABS


