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Fonctions calculables

+ Plusieurs modeles:
* Machines de Turing
* Machines a compteurs (Marvin Minsky)
+ Fonctions récursives (Kurt Godel)
+ A-calcul

« Ils sont tous équivalents (« these de Church »)



Fonctions calculables

* On admettra que machines de Turing = fonctions
récursives (voir cours de calculabilité)

“ On peut implémenter la 3-réduction du A-calcul sur une
machine de Tur mg (pour les détails, voir partie 3 du cours)

R/

* On va montrer que toutes les fonctions récursives
(générales) se codent en A-calcul; d’abord, les fonctions
primitives récursives



Fonctions primitives récursives, et
récursives (générales)



Les fonctions primitives récursives

* [’ensemble PR des fonctions primitives récursives est le plus
petit contenant:

* les fonctions constantes : Nk — N (pour tout k)
+ la fonction successeur S : m € N » m+1
* les projections Tt : (my,...,mi) € Nk » m; (1<i<k)

* et clos par les opérations de...



Les fonctions primitives récursives

+ L’ensemble PR des fonctions primitives récursives est le plus petit
contenant les constantes, le successeur, les projections et clos par
les opérations de:

+ composition: si g1, ..., gk : N = N sont dans PR, et f: Nk — N est
dans PR, alors
fo<gy ..., g :me Nt w flgi(m),...,q(m))
est dans PR

+ récurrence primitive: si f: Nk — N et ¢ : N*2 — N sont dans PR,
alors Rro : Nk1 — N est dans PR, ou [déf. par réc. sur le ler arg.]
Rg(0, m) £ f(m) [cas de base]

Reo(n+1, m) £ o(n,Ree(n, m), m)  [cas de récurrence]



Les tonctions récursives géncrales

» Toutes les fonctions primitives récursives sont totales.

Mais ce n’est pas le cas de toutes les fonctions récursives
(calculables).

[l nous manque un équivalent de la boucle while générale.

» Traditionnellement, on utilise la minimisation:

pour toute fonction (partielle) f : Nk+1 — N,

on note uf: Nk — N la fonction (partielle) telle que:

— uf(m) £ 'unique entier n tel que f(n,1m)=0
et pour tout entier i < n, f(i,m) est défini et =0
... s'1l existe

— pf(m ) indéfini sinon uf(m) = « le premier entier n tel que f(n,m)=0 »
mais pas tout a fait; presque!



Les tonctions récursives géncrales

» Toutes les fonctions primitive/Jnformatiquement:
Mai . 1 2 let 1 = ref 0 in (

ais ce n'est pas le cas de tou while f1i,m)!=0 do i:=1i+1;
(calculables). 1i)

Il nous manque un équivalent .. . ___ .

» Traditionnellement, on utilise la minimisation:
pour toute fonction (partielle) f: N1 — N,
on note uf: Nk — N la fonction (partielle) telle que:
— uf(m) £ I'unique entier n tel que f(n,m)=0
et pour tout entier i < n, f(i,m) est défini et =0
... 8’1l existe
— Hf(m ) indéfini sinon uf(m) = « le premier entier n tel que f(1n,m)=0 »

a condition que tous les f(i,m), i<n, soient définis



Les tonctions récursives géncrales

» L'ensemble Rec des fonctions récursives est le plus petit contenant

les constantes, le successeur, les projections et clos par les

opérations de: (fo<gy, ..., gr) (m) défini ssi
coté droit f(g1(m), . ..,gx(m)) défini

» composition: si g1, ..., gk : N¢ = N € Rec, et f: Nk — N € Rec, alors
fo<gy ..., g 1 me Nt — flgi(m),...,gx(m))
est dans Rec

» récurrence primitive: sif: NF— N et g: N2~ Nl = Ran alare
ceci voulant maintenant dire que

R N1 — N e Rec, ou le coté gauche est défini
Nouveau! Ry g(O ,m) & f(m ) ssi le cOté droit est défini

Reo(n+1, m) £ ¢(n,Reo(n, m), m)

» minimisation: si f: N¥1 — N € Rec, alors uf : NF — N € Rec



| .es entiers de Church

+ Avant de commencer, il va falloir trouver une

représentation des entiers

“ Il y en a plusieurs, mais l'une des plus naturelles est:
"nT 2 Af.Ax . f(f(...(fx))) [entier de Church]
n fois f

“ i.e. "n" est « la fonctionnelle f+ f* » [itérateur]

+ Je noterai donc, abusivement:

R AN )



7/
X4

But du codage

sans variable libre

On cherche, >our toute fonction récursive f: Nk — N,
un A-terme clos "f' tel que, pour tous ny, ..., nx € N,

si f(ni, ..., nx) est définie (et vaut, disons, n), alors
rf_l rnl_l i rnk_l :ﬁ I_n_l

Note: ceci est équivalent a:
e e o (pourquoi?)




+ Honctions constantes:

Codage des fonctions de base

"nT 2 Af.Ax . fi(x)

si f(n, ..., nx)=la méme constante n But: "f" T ... T
=B rf(ifu, ceey le) k
RORLE tous ny, ..., N, si f(ni, ..., nx) défini
e A v e —

* Projections:

At AT T

“ Successeur: plusieurs possibilités:

SRz TNE A 2l L pat exemple



l.e successeur

"nT 2 Af.Ax . fi(x)

“ Successeur: plusieurs possibilités: e
o\ Af AX f(ZfX) But: "f" "ni7 .. Ty

I CIE
o Vériﬁons: Sif(nl, ceey nk) déﬁnl

R — T

=St o Ao A AN fo)
deux étapes ici, —2 Af . Ax . fif(x))
d’accord? e

* Voyez-vous d’autres définitions possibles de "S?

Az . Af. Ax . zf(fx), par exemple

au fait, pourquoi ce terme-ci n’est-il
pas [-équivalenta "S" ci-dessus?



Une parenthese: opérations arithmétiques

"nT 2 Af.Ax . fi(x)

R — T

+ Toutes les opérations arithmétiques sont

primitives récursives, mais on peut aussi But: T T L Ty
les définir directement =p " fln, ..., m)
si fln1, ..., nx) défini
S e s A AL A il ofe) J——

... OU Az . Az . Af . Ax . Zof(z1fx)
T A e )
O AZ -z S [tous (-inéquivalents!]

» TxT 2 Az, Azp . Af. z1(22f) ... par exemple]

* "Tpow ' £ Az D AZ . Zi2 [... ou juste Az . z!]



Composition

composition: si g1, ..., gk : N¢ — N € Reg, "nT 2 Af.Ax . fi(x)
et f: Nk — N e Rec, alors .
fo<gi, ..., g :m e Nw flgi(m),...,gx(m)) But: "f" "mi7 .. T
est dans Rec =g " flmy, ..., ) "
L — si f(n1, ..., nk) défini

& rfo <g1, ...,gk> LR e

e ) e )

“ La récurrence primitive et la minimisation sont
beaucoup plus intéressantes... et nécessitent de petits
détours



+ Booléens de Church:

Détour 1: booléens

"nT 2 Af.Ax . fi(x)

"vrai' £ Athen . Aelse . then But: "f" Tmy7 ... Ty
=B rf(ifu, ceey le) k
si fln1, ..., nx) défini

“faux ' £ Athen . Aelse . else

» Uit £ Atest . Athen . Aelse . test then else

(ou bien Atest . test!)



Détour 2: test a zEéro

+ Test d’égalité d"un entier a O: :__:\f /\ff‘(x)
== o (N Flaux ) vrail But: "f" T ..

=g " flm, ..., k) "
=00 5 T = o) Epais si fm, ..., nx) défini
— (Ax . x) "vrai? — "Tvrai" R ——

"0 "+l > "n+11 (A . “faux!) "vrai'
—2 (A _ . "faux)rtl Tyrai”
= Al G R Al v al )

S Al

* Le terme réellement ditficile a trouver, c’est le prédécesseur



Détour 3: couples

"nT 2 Af.Ax . fi(x)

* Formation de couples: —

"pair ' £ Az1. Az . Ap . pz1z2 But: "f" Tmi7 .. Ty
T fn, e )T
si fln1, ..., nx) défini

"pair 'uv —2 u,v) £ Ap . puv

* Projections:

bRl =e oAz 7k (ol — Acoc Tvrail)
D S AC oAz AZy o Zp) (Ol ="Ae elifaux )

YD U0 =) (Az1.Az2.21) > (Az1. Az2 . z21)uv =2 u



Détour 4: prédécesseur

"nT 2 Af.Ax . fi(x)

+ Soit P(n) £ n-1 si n=1, R
0 si n=0 (prédécesseur) But: "f7 T L Ty
o T fm, . 1)
« Idée de codage: siflna, ..., me) défini
— ————

¢ :=<0,0); répéter n fois: remplacer <m,m’) par <(m+1,m)
Ainsi ¢ passe par 0,0y, (1,0), <2,1), ..., <n,n=1) (si n=1)
Finalement, prendre la 2eme projection.

FP_I def AZ : FPZ_I(Z(AC : <rS_I(rpl_IC),rp1_|C>)<rO_I,rO_I ))
Vérification: exercice!



letrec et points fixes

"nT 2 Af.Ax . fi(x)

“ On va coder la récurrence primitive R¢e par: o

letrec Rgy(z,m)= (informellement)  But: 7/ "7 ... "
if »—0 then f(m) =P " A, ..., nk),j |

si fln1, ..., nx) défini

else ¢(P(z), R¢o(P(z),m), m) S ——

* On a tout (if, =0, P, composition)... reste letrec
+ letrec flz) = e(f,z), C'est trouver f tel que f= Az . e(f,2)

* autrement dit un point fixe de Af. Az . e(f,z) (mod =p)



« Proposition. Tout A-terme u a un point

4 R
P()lﬂts leCS un combinateur
(de point fixe, ici)
/
"nT 2 Af.Ax . fi(x)

fixe Yu mod =P (i.e., U(Yu) — YT/{) But: "f' "m ... T
o : = rf(lfl1, oo, Ng) T
+ En fait, il existe un A-terme clos Y si flni, ..., ny) défini

tel que, pour tout A-terme u, u(Yu) =g Yu. www——""""mm

+ Combinateur de point fixe... de Church [surprise!]

e = A oo e )

W N N e A T e [x fraiche, ¢ fv(u)]

i) (Au Au) \/\14/-\/
— u(Yu)



* Proposition. Tout A-terme u a un point

Points fixes

"nT 2 Af.Ax . fi(x)

fixe Yu mod =g (i.e., u(Yu) =g Yu). But: "f" T ... T
= " finy, ..., i) T

+ En fait, il existe un A-terme clos Y si fm, ..., mi) défini

P —
tel que, pour tout A-terme u, u(Yu) =g Yu.

“ Il y en a d"autres: le combinateur de point fixe de Turing
O£ AA, ou A2 Ag.Ah . h(ggh)

* Ou=(Ag.Ah.h(ggh)) Au
—2 14(AAu) = u(Ou) [le sens de réduction est le bon!]



Récurrence primitive

récurrence primitive: sif: Nk - N
et ¢: NF2 — N e Reg,
alors R¢g : N1 — N € Rec, ou
Rf,g(of m) = f (m)
Rf,g(n"'lf m) = g (”/Rf,g(n; m), m)

"nT 2 Af.Ax . fi(x)

But: "f' "m 7 ... "ng”
=B rf(ifu, ceey le) k
si fln1, ..., nx) défini

B N R B D R s
rif_l (I____O_I Z)
o ey
(o P SRR e e )

FR 1 FO_I = r

fg Ui ... Uk =p f_lul---uk

ERy Rl e s S o oS R W B e e
(exercice... ou voir transparents suivants)



"R £Y(AR . Az . Azp . ... Azg.
rifj (FZOT Z)

l.e récurseur (oa

("¢7("P"2) (R("P"z) z1 ... zx) 21 ... Zk))

FaiteseRe i 08y =t e

"Ree "0 wy ... ix=p(AR . ...) "Reg? "0 11 ... s (déf. de Y)

Or =07 "0" ->* "vrai”
et "if " Tvrai' TE -»>*T

_>* rif_l (r:O_I FO_I)
(Gfin nep)
(ol (ERAEAS(ER. L CEPAEOR 50 ol st i)

=5 (rF ui... uk)



"R £Y(AR . Az . Azp . ... Azg.
rifj (FZOT Z)

l.e récurseur (a

("¢7("P"2) (R("P"z) z1 ... zx) 21 ... Zk))

Eail=o R aumpl] g —oviol Py (ERE n g eVl g

R m . ORI (déf. de Y)

Or "=0" "n+1" =™ "faux"

* T (F=07 Tl )
et "if " "faux" TE -*E

(Gfin nep)

Bt P 417 —* T (Tg7 ("P7 Tr+17) ("Reg? (TP Tl w e k) U1 . i)

_)*(I'g‘l m g (er,g-l L A Uk) i uk))



Minmimisation

minimisation: si f: N¥1 — N € Rec, «let pf (m) = "nT 2 Af.Ax . fi(x)

alors uf: Nk — N € Rec letl‘.eC search z =
if f(z,m)=0 then z o
else search (z+1) But: "f" "mi " .. Ty

= r“‘jﬁ = vaer o in search 0 » =" flm, o 1)

i flm, ..., ni) défini
Y(Asearch . Az . P L;i(i n_k)_i_n;
B =02 ey s )
z

search ("S™ z))
FO_I

S ST RO = Ty e TR U e
avec mo, ..., my—1 non nuls et m,=0, alors
"W ur ... ur=g "n’ (exercice... ou transparents suivants)



"W EAZ L LAz
Y(Asearch . Az .
" ("=0" (" zz1... zk))

l.a minimisation z

search ("S™ z))
I_O—I

Brapenil Blaer 0l o = i R U e
avec my, ..., m,—1 non nuls et m,=0, alors
Sl e

Posons F £ Y(Asearch . Az . Frit= f/xf.iirc}: ' g\_z, ' ;") f.:i-l )
T (T=0" (" zur ... wi)) o (rl: A
Z F(TS™ riM)
search ("S™ z)) = i ST T g we=p 707,

F "1+17 sinon
Done "pf' sy ... ux > F "0

=g F 1"

= F™nl="n™.



o0

Pouvoir expressif

Au total, nous avons:

Théoreme. Pour toute fonction récursive f: Nk — N,
il existe un A-terme clos "f' tel que,
pour tous 1y, ..., ng € N,
si f{ni, ..., nx) est définie (et vaut, disons, 1), alors
rf_l rnl_l o rnk_l :[5 rn_l

Kleene a montré encore plus fort:
on peut demander que si f(ny, ..., 1x) n"est pas définie,
alors "f' "m 7 ... "nr' n’est pas normalisable

C’est beaucoup plus dur, et utilise le théoreme de standardisation
(prochaine fois), ou bien de démontrer qu’en fait " "n17 ... "m ' n'a

méme pas de forme normale de téte (prochaine fois)
... sans parler du fait que notre composition est en CBN, mais celle de Kleene est en CBV!



La prochaine fois



La prochaine fois

“ Stratégies de réduction

+ Rédexes de téte, formes normales de téte

+ Réductions de téte, gauche, standard

+ Théoreme de standardisation



