Jean Goubault-Larrecq

}\,_C al CUl 4. Stratégies, standardisation

Tous droits réservés, Jean Goubault-Larrecq, professeur, ENS Paris-Saclay, Université Paris-Saclay
Cours « Logique et informatique » (L3), 2020-, 2éme semestre

Ce document est protégé par le droit d’auteur. Toute représentation ou reproduction intégrale ou
partielle faite sans le consentement de 1’auteur est illicite.



Stratégies

“ En général, on doit choisir un rédex parmi tous ceux

que I’on peut contracter, a chaque étape de réduction

* Une fonction qui a chaque terme non normal associe un
de ses rédexes est une stratégie

* Quelques exemples de stratégies

* La stratégie gauche, et le théoreme de standardisation



Classification des stratégies

“ Stratégies internes: le rédex contracté est le plus bas
possible (dans (Ax . u)v, u et v sont normaux)

« Stratégies externes: le rédex contracté est le plus haut
possible (on ne réduit pas sous un rédex)

« Evaluation des arguments de gauche a droite (comme en
Java, Python, etc.) ou de droite a gauche (comme en Caml)

“ Stratégies faibles: on ne contracte pas sous une A-
abstraction (comme en Caml, Haskell, etc.)



| a tactorielle

€ et AR An it (C-00p) BT (PxE a (F(ER )

* Hssayons d’abord une stratégie interne

Y £ Ag. (Ax . g(xx)) (Ax . g(xx),

S A Ao ) (A o) — —

... contient déja un rédex interne
— Af . fl(Ax . flxx)) (Ax . flxx)))
— Af. fifl(Ax . flxx)) (Ax . flxx))))
= Af . fififlAx . flxx)) (Ax . flxx)))))

—=

“ peut-étre pas une si bonne idée que ca

(le calcul ne commence jamais vraiment!)



La factorielle, en stratégie externe

€ et AR An it (C-00p) BT (PxE a (F(ER )

= SN =
E
“ HEssayons maintenant une stratégie externe Y =Ag. (Ax. g(xx)) (Ax . g(xx),

+ fact — ()\x . F(xx)) ()\x ; F(xx)) < posons fact’ £ (Ax . F(xx)) (Ax . F(xx))

— F fact’
—An. "if 1 ("=0"n) "1 ("x7n(fact ("P n)))

“  Avec une stratégie faible, la réduction s’arréterait la
Note: ce dernier terme n’est pas en forme normale



La factorielle, en stratégie externe

fact 2 YF
FeAf . An. Tt ("=0"n) "17 ("x"n(f("P" n)))
fact’ £ (Ax . F(xx)) (Ax . F(xx))

— B

# fact " An Tif? (T=07n). "1 (Gx T n(fact’ (CP2 ) [mappell

"1f7 2 Atest . Athen . Aelse . test then else
T — ——

—=3An.("=0"n) "17 ("x" n(fact ("P" n)))

=072 Az.z (A _."faux™) "vrai”

T — B—
— Ans n(A” - rauxt ) Svral LR R ttact (" P )

"xT 2 Az1. Azo . Af . z1(22f)

i) ATL ) (A_ . rfaux_') Cvrai’ e (Af fli?fact’ (rP-l n—r)f) :

et ca continue! (indéfiniment)
le prochain rédex est fact’, ici




La factorielle de 2, en stratégie externe

fact £ YF

FeAf. An. Tif 7 (T=0"n) "17 ("xn (F("P7 n) ("if™ ...) n’est plus un rédex
fact’ = (Ax . F(xx)) (Ax . F(xx)) externe comme avant

* Calculons fact "2 par ~L.ategie externe
* fact 727 —* (An. Tif? ("=0"n) T17 ("x7 n (fact’ ("P7 n))) r2°
s Tif? (F:O‘I r2-|) r17 (I‘x‘l Eni (fact’(rP_' r2-|)))
"if 7 = Atest . Athen . Aelse . test then else

e3(I_:O_I F2_I) I_l_l (I_X_I FWP_I I_2_I)))

=072 Az.z (A _."faux™) "vrai’

4 Tfaux? 17 (Fx‘l o] (faCt’TPPI 2 r2-|))) —




La factorielle de 2, en stratégie externe

fact £ YF
FeAf . An. Tt ("=0"n) "17 ("x"n(f("P" n)))
fact’ £ (Ax . F(xx)) (Ax . F(xx))

L — =

» Calculons fact "27 par stratégie externe /sauf args de "x”

2 factf2 =1 x1 PO (fact! (P! "21)) -[rappell

Rl r2-| (I‘X‘I (FP‘I r2-|) (f

ce test va s’évaluer en "vrai
R [ ) i B {FX_I (FP_I rz—l(‘
le calcul terminerait aussi sion - (F=0" ("P7 (TP T27)))
n’avait pas triché avec "x ... mais
serait moins lisible

%*F 1 F2_I (FX_I (FP‘I FZ_I) Fl‘l)

Fl‘l ('_X_' ('_P_'rz—')(faCt’(FP—I(FP—I(FP—IFZ—I))))))

L D lapres de nombreuses étapes!|



La factorielle de 2, en stratégie externe

fact £ YF
FeAf . An. Tt ("=0"n) "17 ("x"n(f("P" n)))
fact’ £ (Ax . F(xx)) (Ax . F(xx))

T —

* Calculons fact "27 par stratégie externe /sauf args de " x

¢ fact ™27 —* Ty ro- (fact’(rP_' r2‘|)) [rappel]

s Bl ] (I‘X‘I (FP‘I I'2‘I) (fact’ (FP‘I (TP "27)))
ce test va s’évaluer en "vrai"
=k leg b i (I'X'I (FP'I rz-l)

(Fif‘l (F:O‘I (rl')-l (FP‘I r2-|)))
Fl‘l ('_X—' (rP—| r2‘|)(factl(FP‘I(I‘P‘I(FP‘II’Z'I))))))

Bl g s i e R et e e le calcul terminerait aussi si
it 27 ("x7T (TP T27) T17) [— pas triché avec "x ...
mais serait moins lisible

=g lapres de nombreuses étapes!|



Stratégies optimales?

* Y a-t-il une stratégie (calculable) optimale?

« 51 optimale = standardisante

(= « trouve une forme normale s’il en existe une »)
la réponse est oui: la stratégie gauche

(voir transparents suivants) est standardisante

# 51 optimale = minimise le nombre de (3-réductions,
la réponse est certainement dans le Barendregt
(il me semble que c’est non)

“ 51 optimale = minimise le nombre de (3-réductions
partagées (dans un sens tres fort, di a Lévy),
la réponse est oui: réductions optimales de Lamping



Stratégie gauche,
réductions de téte



Stratégie gauche

“ La stratégie gauche consiste a toujours sélectionner le
rédex le plus a gauche dans I’écriture textuelle d’un

terme

“ De facon équivalente, dans la représentation en arbre:
— parmi tous les rédexes externes

— on choisit le plus a gauche
anglais: leftmost-outermost “
( o4 ) PN

AX

A'”

i T ¢



Forme de téte

* Etant donné un A-terme u, on peut énumeérer tous les A x;
au début de l'écriture de u:

A e R Ch e
de sorte que v ne soit pas une A-abstraction

(n peut valoir 0)

“ on peut maintenant écrire v comme une application:

h U1 ... Um
ou h n’est pas une application (m peut valoir 0)

<+ Donc...



Forme de téte

# On peut écrire tout A-terme u de facon unique comme:

A X1 o eoe A Xn . h Uil ... Uy « forme (normale de téte) »,

pas
« (forme normale) de téte »

avecn, m=0, et:

+ goit h est une variable (la variable de téte de u
on dit alors que u est en forme normale de téte)

+ soit h est une A-abstraction A x . s et m=>1
(alors (A x . s) up est le rédex de téte de u)

+ Dans tous les cas, cette forme est la forme de téte de u

— h est 1a téete de u
— U1 ... Upsont les arguments de u



Réduction de téte

* Une réduction de téte est une B-réduction qui contracte le rédex de
téte (s’il existe)

e (A s )
==l A s e

* On ne demande (surtout) pas que —; soit compatible au contexte

* Note: on a une compatibilité partielle, en ce que
siu =>tvalorsAx.u—=tAx.v

* Note: la réduction de téte est déterministe (au plus 1 rédex de téte)
En particulier, la forme normale de téte est unique si elle existe.



R/
2 X4

L)

L)

Formes normales de téte

Tout terme u en forme normale a pour forme de téte
une forme normale de téte:

Do hoe i - (hvaniable)
... car u ne contient pas de rédex

Il existe des termes en forme normale de téte, qui ne sont

pas normaux, par exemple: On dit parfois
« u est héréditairement en forme
A 5 e 6 Q normale de téte »

Fait. 1 est normal ssi il est en forme normale de téte:
AX1.....Axn.hui...u, (hvariable)
et, récursivement, tous ses arguments u; sont normaux



Stratégies standard

# Une stratégie standard est, intuitivement,

une stratégie qui réduit « du haut vers le bas »

« Toute stratégie externe (y compris la stratégie gauche)
est standard

* Formellement, on donne une définition abstraite de la

notion « se réduit par une stratégie standard
len 0, 1, ou plusieurs étapes| en »
via une relation =, due a René David
(ainsi que la preuve qui suit)



l.a relation de réduction standard =

K/

» On dit que u =5 v ssi (récurrence sur v )

» v s’écrit sous forme de téte
A\ e e A G R BB e

* U %t* A o RS A xn ] u() 77 By B um (les mémes xj, ..., x5, merci le a-renommage)
o U1 =g 2)1, coey Um =5 Om

“ g =5 Vo, Ce par quoi j'entends:
— si vg est une variable x, alors uo=x
SO A0 dlOTS n=A X el — 0

x
° T2 * ° / Y uet Ax1oooo oAxnououl o o 0 um
# J'écrirai en abrégé: !
» téte

AXl. coe Axn.UQZU}1 e. O =10




La proposition clé (R. David)

* Proposition. Siu —* v alors u = v.

“ La démonstration se fait par une série assez longue de

lemmes (la plupart évidents en apparence, mais nécessitent une preuve)

“ (est essentiellement un tri, qui réordonne les

réductions de sorte a mettre les plus hautes d’abord

* Le lemme important est le numéro 10 (!)

qui dit que si u =s w — v, et si la réduction w — v est
effectuée trop haut, on aurait pu la permuter avec des
réductions antérieures de u a w opérant plus bas



LLa démonstration
de la proposition clé



Réflexavité

1. = est réflexive: pour tout u, u = u.

Par récurrence sur | u |

TP i O e S T ) el
7 v tete
en 0 étape AX1.... AXy . UHoli ... Upm=U

par hypothese de récurrence (sur u”)
Si upg=A x.u,
trivial sinon

1 p¢ par hypothese
d de récurrence
Uo =5 Vo SSI:

— si v est une variable x, alors uo=x
—sSivg=Ax.?,alorsup=A x.u etu =z 0’



Toute réduction de téte est standard

“ 2. Siu —¢ valors u =, 0.

+ Par définition de =: 1.u=u.
Hie=== N e c e s Ny = vﬂnzv
U
€2 tét
AXl.....Axn.’UO%}l...Z}Dm%eU

par 1. (sur v)
S1 vo=A X . U, par 1.
trivial sinon
UQ = Vo SSI:
— si v est une variable x, alors uo=x
—sSivg=Ax.?,alorsup=A x.u etu =z 0’



Réducuon de téte + standard = standard

“ 3. Siu —=¢ v=¢w alors u =, w.

+ Par définition de =:

*

e e e, e R B B R L e

by

L tét
ANxi o o Ax, ot —1)



Réducton standard et A-abstractions

“ 4, SiAx.u’ =5 v alors vestdelaformeAx.v etu’ =30,

“ On remarque d’abord que si Ax . u” —¢ s
alors s est de la forme Ax.s" et u” —¢ s’

+ En effet, [Ax .] u” est nécessairement de la forme
e me s s Ao G st =)
etalorsss= ATt A, Hy —uibuy ity

+ En itérant, si Ax . u’ —¢* s
alors s est de la forme Ax.s’ et u’ — s’



Réducton standard et A-abstractions

“ 4, SiAx.u’ =5 v alors vestdelaformeAx.v etu’ =30,

+ Donc (rappel), si Ax.u" —*s
alors s est de la forme Ax.s" etu” —* s’

+ Maintenant, si Ax . u’ = v, alors:

A =N NN, ShST =s, =5
mmm‘u' mtéte
AN e N S S ) )

+ donc n=1, x=x1 (a a-renommage prés), et

e Xy, AXris) SUl g =g
U

J



Réduction de téte faible

+ Une forme de téte faible est une forme de téte

AR A e T
avec n=0: autrement dit, pas de A en téte:
h Ui ... Uy

ou: h variable ou bien m>1

+ Réduction de téte faible:

on réduit le rédex de téte uniquement s’il est taible
(pas sous un A)
Ax shtn ol —% St =i Uy - Uy (=)

“ Pas de compatibilité aux contextes, sauf...



Réduction de téte taible

“ (Ax : S) Ul ... Um —tf 5[x3:”1] Uz ... Um

+ Note: si u — v, alors uw — vw

* Ce n’est pas vrai pour la réduction de téte —
par exemple
Az.(Ax.s)ur = Az.s|x=u]
mais
Az.Ax.s9)u)w—t(Ax.s)u) |[z:=w],
pas (A z . s[x:=u1]) w



Réduction de téte taible

© 5, Siu —¢* t=hui...u,; forme de téte faible, alors u —«* t

+ En effet, dans une réduction de téte

Mo oA e o)tk
= sl il
il y a au moins autant de A en téte du terme de droite
qu’en téte du terme de gauche
(a savoir n; il peut y en avoir davantage:
si s[x:=t1] est une A-abstraction et m=1)

* Comme il y en 0 en téte de ¢, il y en avait 0 en téte de tous

les termes de la réduction de téte u —* ¢t



Applications et réductions standard

* 6. Siu=svetu =0 alors uu’ = vo’.

+ Démonstration (1/3). Comme u = v, on a:
S\ s N el

C”mvl} » téte
ANt N s O 0 —

% Gj 7/120, 5.Si u —" t forme de téte faible, alors u —* ¢

S — B ————
U —>« Ug UL ... Um

* Donc  uu’ —¢ Uo Ul ... Uy U | Note:siu —0, alors uw — vw
ot ul} ul} ul},téte ; :'
00 01 Om 0 = 00



Applications et réductions standard

* 6. Siu=svetu =sv alors uu’ =¢ vo’.

+ Démonstration (2/3). Si n=0 dans:

Wies S Ay e N
u
P » téte
ANt N s O 0 —

on peut ecrire
W=t == N N X o

de sorte que u —" t soit le plus grand préfixe

formé de réductions de téte faibles a partir de u

« tg’écrit lui-méme A x1 .t (a a-renommage pres):
— soit au moins un —¢ non faible apres t,
—s0itt=AX1..... AXy.Uo U1 ... U (rappel: n=0)



Applications et réductions standard

* 6. Siu=svetu =;v alors uu’ =, vv’.

+ Démonstration (3/3). n=0 dans:

uetf*t:)\xyt’et*)\xl.....)\xn.uotﬁl...um
U
% téte
B AX ANy U0 =0
et en particulier : Lo -
M S T W R e ke
i
AXy..... AXy.0001 ... Uy (enforme de téte)
2 PDONCT =Ny o . OO iy
¢ Aussi, uu’ —¢ (Axg . ¢ ,)Lﬁ, Note: si u — v, alors uw — vw
Uj — ——
wn

(¢ 5 f (en forme de téte, car n=0)



Abstractions et réductions standard

© 7.Siu=svalorsAx.u=sAx.v

» Comme U = U:

T TRt e e e R )
gy
e e e T e vm—v
+ Donc: Note:siu —ivalorsAx.u —=>tAx.v
A= e A s A
1 1 m U Utete
- - .Axn.vovl On =AY .U

6. Siu=,vetu =,v alors uu’ = vvo’.

+ Par 6 et 7, = est donc compatible aux contextes



Une pette subtlité

o%

ot 8. Sl Up =g ZUo, U1 =g ZU1, cooy Um =g ZUm, alOI‘S
AX1. oo AXn UOUT oo U = AXT e oee A Xy . Wo W ... Wi

* (a peut sembler étre la définition méme, mais non:
dans la définition, il faut ug =5 vg

“ 8 est une conséquence triviale de:

6. Siu=.,vetu =,v alors uu’ =, vv’.
7. Siu=svalorsA\x. u=;Ax.v

- _P ‘_':



Substitutions (1/3)

= 9, Siu’ =sw etu; =5 wi alors u'[x:=u1] = w’'|x:=w]

+ Par récurrence sur (la taille de) w’

Par définition: e e e\ e
re =y w» s gte ’
A e B s P D e 0

* Par hypothese de récurrence, u Z[x u1] = W i[x:=w1]
pour chaque i avec 1<i<m... mais pour i=0?

» sl u'g=w’y variable:
— ...=x: Wolx:i=u1] = u1 =5 w1 = w'o[x:=w1] par hypothése

e g 8 o u'o[x:=u1] = U= 0 w’o[x:=w1]
1. u =5 u.

SUSINON, W 0—AZ5, W0 —=—AZ3t 5S—c p—
donc u'o[x:=u1] = Az.(s[x:=u1]) =5 Az.(t{x:=w1]) = W o|[x:=w1]
par hypothese de récurrence + 7. Siu=valorsAz.u=sAz.




Substitutions (2/3)

“ 9. Siu’ =sw’ et ur =5 wi alors u’[x:=u1] = w’[x:=w]

+ Par récurrence sur (la taille de) w’

Par définition: w —=*Ayi.....Ayn.tot'1... W'm
;s D &y ete J
Al A Y e )

« Par hypothese de récurrence, v’ i{x:=u1] =s w’i{x:=w:
pour chaque i avec 1<i<m... et pour i=0 aussi!

+ Donc:
Hbe= = e e =i ull[xl:l:ul] u’mﬁX:=u1]
J . i
AYL. oo . Ay . wolx=w1] wilx:=w1] ... wm[x:=wi]
tete's,

w’|x:=w1]



Substitutions (3/3)

“ 9. Siu’ =sw’ et ur =5 wi alors u’[x:=u1] =s w'[x:=w]

s Rappel: -~ = ey

b=l = i ot e e u’1[xﬂ=u1] S mszzul]
J m m

A e Ny e =il o —woille =g e

8. Si Uy =>s wo, U1 =5 W1, ..., Uy =>s Wy, alOrs
AXT. oo JAXy UOUL oo Uy =>s A X1 . oo A Xy . WO WY ... Wi

2 DOHC u,[x::ul] et* U, —g ’(/U’[XZZUM]

o DOnC u, [x::ul] :>S w, [x::wl] 3. Siu %t* 0 =5 W alors U =g w.




l.e lemme de tr1

10. Siu =, w — v alors u = v.

Par récurrence sur (la taille de) w

Comme u = w: e ey e S RS T TR
m”lgl} ul}téte
Asiis s A T e S —)

Examinons la position du rédex contracté dans w
Cas 1.1: rédex dans w;, pour un i tel que 1<i<m

wi%vietvzi\xl.....Axn.wowl..@..wm
¢ On a u; =>s w; — v;, donc par hyp. réc. u; = v;
; W N A ) e T
+* Donc | I
» ete

t
A ALy . W, =



l.e lemme de tr1

10. Siu =, w — v alors u = v.

Par récurrence W= A oA Iﬁl Iﬁm
: U
& »n  tét
sur (la taille de) w AXLo oo  AXn . W01 ... Wm =w
Cas 1.2: rédex dans wo: donc wo= Ax.w’, w’ — v’
elo—Au N (v e

J

« par déf. de =5, up est de la forme Ax.u’ et u” =5 w

+* Onau’ =sw’ — v/, donc par hyp. réc. u” = v’

< Donc e oY, VR
U U téte
Axl.....)\xn. if)l...%"vm:v



l.e lemme de tr1

+ 10. Siu = w — v alors u = v.

<+ Par récurrence e po\e 0 e g Il/tll
: I
Sur (latalue de)w Axl.....)\xn.wo%m...

* Cas 2: (le cas important) wo= Ax.w’, m=1

el A o N il

Wm



l.e lemme de tr1

Donc la réduction de w a v est de téte:
W=AX1. ... . Axn . (Ax.w’) w1 ... Wi
— 5 AXT . AX W =] Lo w
£ o0 @ =amn] DN A, oo
... et donc trop haute en général U U U
k e » téte
Y e S i N R e e

* Cas 2: (le cas important) wo= Ax.w’, m=1
BEU A s A e 0l

J

“ par déf. de =5, ug est de la forme Ax.u" et u’ =s w



l.e lemme de tr1

-~

Donc la réduction de w a v est de téte:
W=AX1. ... . Axn . (Ax.w’) w1 ... Wi
— P AX L e AXs s w xe=w1) w0

~

On aurait donc pu effectuer
cette réduction de téte plus tot:

AX1 .o D AX . (Axu’) ur ... U
—FAXT . AX [ e=ua] u L U
—C v 7T © vOC [ & o

“ par déf. de =5, ug est de la forme Ax.u" et u’ = w

[ A
N |

iy B .Axn ; ZUo%m

s |

. w’[xzzwl] 605y

Um
ul} téte
Wy =W

Wm

J

9. Siu =3 w etu; =sw alors u'[x:=u1] = w'[x:=w1]

1 e A X (AX.

—>t Ax1. ciers .Ale.

+ Donc

& (el
DOHCM:SUpaI‘S 3 NN s




R/
0’0

La proposition clé (R. David)

On peut maintenant montrer:
Proposition. Si u —™ v alors u = v.

Par récurrence sur la longu/e\gr k de la réduction u =" v

; Je vous laisse démontrer que la réciproque est vraie aussi:
Sl k:O/ 1. u=su. donc u —* v si et seulement si u = v.

)

———

Sinon, il existe un w tel que u =™ w en < k-1 étapes
etw —0

Par hyp. réc., u = w

Donc u —g 0. 10. Si u =5 w — v alors u = v.

T — T




Standardisation



Réduction standard vers une forme normale

* Un point subtil:

Si U =50, uet*)\xl.....)\xn.uoﬁl...um
U
S e o
AR E R s DL e e —1)
alors A x1.....Axy.uou1 ... uy n'est pas nécessairement

la forme normale de téte de u
(1o u1 peut étre un rédex)

“ Mais ceci n’arrive pas si v est en forme normale
(car alors vp est une variable, et donc uo=v par déf. de =)



Réductions standard, réductions gauches

“ Proposition. Si u =5 v et si v est normal,
alors u —* v par une réduction gauche

o Par I‘écurrence SUur | 0 | ( toute réduction de téte est gauche )

\%

+ Comme v normal: u%t*Axl-----Axn-fMUlu-u

iy N S SRR e R e

=

S e—

< Donc u %gauche*Ax] « oo -Axn X UTU2 ... Unm

( gauche dans u1, donc dans tout le terme car pas de rédex plus a gauche > \l, gauche par hyp rec.
*

2 e the R e e
( gauche dans 1, donc dans tout le terme car pas de rédex plus a gauche >> J,gauche par hyp réc.
X ega_uche*A.’)Cl.....A.’)Cn.gc’vl’vzoooI/lﬂ”l

@ oers %gauche*A.Xj.....AXn.xvlvzooovm



Théoreme de standardisation

+ Théoreme. Pour tous A-termes u, v, les atfirmations:

l.u—="v  2.u—"vparréduction gauche 3.u=5v
sont telles que 2 = 1 = 3.

Si de plus v est normal, 1=2<3.

* On a donc un algorithme pour trouver la forme
normale d’un terme u, si elle existe:
— tant que u n’est pas normal, réduire son rédex gauche

« (Bien entendu, si u n’est pas normalisable, cet
algorithme ne termine pas.)



La prochaine fois



La prochaine fois

+ Modeles du A-calcul

+ Arbres de Bohm

+ Le modeéle Pw de Gordon Plotkin et Dana Scott

+ (Peut-étre) le modele D.. de Dana Scott



