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Le systeme K

* Aujourd’hui: quantification V du second ordre

= (est le systeme F (ou sa variante F»)
inventé en logique (Girard, 1971)
pour donner une preuve « finitiste »
de la cohérence de PA;

Jean-Yves Girard

(les candidats de réductibilité, c’est lui)
http://ekouter.net/img/img/JeanYvesGirard. jpg

* et en informatique (Reynolds, 1974)
pour donner un modele
du polymorphisme (préfigurant ML
et Haskell)

John C. Reynolds

https://www.cs.cmu.edu/sites/default/files/styles/news item image/public/john-reynolds.jpg?itok=FGDg9ABS






Formules

o
%

simple (pas d’expressions)

 Ca ressemble a la logique du premier ordre, en plus

“ Formules atomiques a = variables de formules
(ou constantes, il suffit de ne pas quantifier dessus)

= Formules E & = (formules atomiques)

F = G (comme en logic

Ya.F (nouveau)

ue prop.)



Systeme Fo

« Types (formules): « Termes: * Réduction:
BE N (B} (Arno = vl
| F=G uo (B2 (Aa.u)G — ula:=G]
v o C Ax.uU
A v e
En =G FI—U:F(\E) T,x:FI—u:G(\D
I'uov:G FEAxuw - F=G6G
I'~u:Va.F I'-u:F
(V2E) (V2I)
I' - uG: Fla:=G] = Aa u NaE

(si & pas libre dans [aucune des formules de] I')



Systeme ko F

« Types (formules): « Termes: * Réduction:
G Ly Vo= (B} (Arno = vl
e uy —BH—Aa—He—nta—6ct
Rl At
74 (Ax)
Sy ey e R e s e
En =G FI—U:F(\E) T,x:FI—u:G(\D
I'uv:G I'HFAxu:F=G
F'u:Va.F F=wu F
(V2E) (V1)
I' —4#6&: Fla:=G] I I—ﬂ-a—u—‘ Va . F
u

(si & pas libre dans [aucune des formules de] I')



Systeme F

« Types (formules): « Termes: * Réduction:
G g D= (B} (Arno = vl
e — Uv
Rl At
(Ax)
eyl pe 2
En =G FI—U:F(\E) T,x:FI—u:G(\D
I'uv:G I'HFAxu:F=G
F'u:Va.F I'-u:F
(V2E) (V2I)
= Fla—Gl 'u:Va.F

(si & pas libre dans [aucune des formules de] I')



Systeme F = polymorphisme

(Ax)
I, xE-x:F
'ru:F=G l"l—v:P(=E) IxFr-u:G =
E < F ; I'uv:G I'-Axu:F=G
n SySteme 4 Oon a. IT'u:Va.F s F'u:F 5
s Ir cHa—=G I *Ya .F
A‘x ’x ° Va 5 a 3 a i [a ] (si @ pas l}i:mljans [augne des formules de] T')
cons : Vo . o = list(a) = >lus tard)
Comme en ML ou en
on peut écrire: cons (1, Haskell
et aussi: cons ((1 it(nat-nat)

etaussiidid (ouid =Ax.x):Va.a =«
et aussi cons (id, cons(id id, nil)) : list(Va . a = o)

Impossible en ML ou
en Haskell!



Systeme 9 = polymorphisme, en plus lourd

(Ax)
I :F—x:F
I'Fu:F=06 Fr—v:F(:’E) FxF-u:G -
3 EnsystémeFlona: I'uv:G I''-Axu:F=G
/\ V I'u:Va.F o IF'u:F 5
XX V. X =« I' - uG : Fla:=G] FEAg.tu:NVa .F
Cons : Va : a : list(a) : list(a) i (si @ pas libre dans [aucune des formules de-.]fl")
“ on peut écrire: cons (1, cons (2, nil na1)) : list(nat)
et aussi: cons ((1,2), cons ((3,4),
nil )) : list(nat-nat)
* aussi id id (ou1 id= A ) e O
+ et aussi cons (id,
cons ( id id o),

nil ) : list(Vax . aa = )



Fvs. Foy

* En programmation, on prétérera souvent F
“ En logique, F; est plus explicite...

“ Je vais traiter de F, et je vous laisse vérifier que
(presque) tout est pareil pour F



Propri¢iés fondamentales

(Ax)
o ° oL » F, xF-x:F
3 Expressw1te... I'u:F=G Fi—v:P(gE) [,xE+u:G =
trés forte I'~uv:G IT''FAxu:F=G
= 5 I'-u:Va.F T I'u:F o
(voir transparents suivants) T+ u: Fla=C] Tru:Va.F
(si a pas libre dans [aucune des formules de] T)
“ Autoréduction: si I' ~ u : F est dérivable 6 Prue iy
etu —v alors I' - v : F est dérivable. J——

+ Normalisation forte: sil + u : F est dérivable,
alors u est fortement normalisable.



Pouvoir expressit



Le «et» en systeme Ho

* Onpeutdéfinir FAG=Va.(F=G=a)=Qa («fraiche)

+ Intuitivement,
F A G est le plus petit type impliqué par F et G

(voyez ¥V comme une sorte d’intersection)



Le «et» en systeme Ho

Onpeut définir F AG=Va.(F=G=a)=a (afraiche)

264 ‘ yui, c’est la paire de Church!)
T(1u A vous de le découvrir €1l TD!

T(oU

‘
rﬁ Mondede  Monde des
T( i < u, 0 > —>t U lalogique  programmes
formule type
nz < u Y, U> = i U preuve Arierme
(programme)

élimination  (3-réduction
des détours  (exécution)



Le «ou» en systeme ko

* Onpeutdéfinir FVG=Va.(F=a)=(G=a)=a

(o fraiche)

+ Intuitivement,

F v G est le plus petit type impliqué par F
et impliqué par G

(voyez VY comme une sorte d’intersection)



Le « ou» en systeme Fo

R/
%*

On peut définir Vo . (F=a) = (G=a) =« (« fraiche)

11u =N\«
LU=«

caseuo

casel1 U
—+ p1]x1:

case 2 U

el o [ s — ] W élimination  P-réduction
vz x2 3 u R o5 détours (exécution)



Le « faux » en systeme ko

* On peut définir L = Va . a

+ Intuitivement,
1 est le plus petit type (tout court)

(voyez VY comme une sorte d’intersection)



Le « faux » en systeme Fo

* On peut définir L = Va . a
SN =1

R/
N it \/qy

Monde de Monde des

% la logique rogrammes
* ... ah non, raté! > )

A-terme
(programme)

preuve

W élimination  (B-réduction
des détours  (exécution)



Le quantficateur existentiel

+ Initialement, J.-Y. Girard avait inclus

une construction
do . F
avec les regles:

Feuw=daoF- T ©E—v: H

[+ caseuof (o, x)»pv:H

(si a pas libre dans [aucune des formules de] I, H)

* Ce n’est pas la peine!

Jean-Yves Girard
http://ekouter.net/img/img/Jean¥YvesGirard. jpg

I u: Flo=G]

(3°E)

(321)
' (G uwy:3da . F

UNE EXTENSION DE L’'INTERPRETATION
DE GODEL A L’ANALYSE, ET SON APPLICATION

A L’ELIMINATION DES COUPURES DANS

[ANALYSE ET LA THEORIE DES TYPES

Jean-Yves GIRARD
(8, Rue du Moulin d’Amboile, 94-Sucy en Brie, France)

Ce travail comprend (Ch. 1-5) une interprétation de I’Analyse, exprimée
dans la logique intuitionniste, dans un systéme de fonctionnelles Y, décrit
Ch. 1, et qui est une extension du systéme connu de Godel [Gd]. En gros, le
systéme est obtenu par I'adjonction de deux sortes de types (respectivement
existentiels et universels, si les types construits avec - sont considérés comme
implicationnels) et de quatre schémas de construction de fonctionelles corres-
pondant & I'introduction et 4 I'élimination de chacun de ces types, ainsi que
par la donnée des régles de calcul (réductions) correspondantes.

B it his s 2 VBB IR s Sl g B e e e g o e UM i o Tl vt B s A AYE R g @, AL



Le « 4 » en systeme k9

* Onpeutdéfinirda . F=VB.(Va.F=B)=p (fraiche)

+ Intuitivement,

3 o . F est le plus petit type H (ou B) tel que
si (pour tout a) F implique H, alors H

==l (Bt
[y

(si & pas libre dans [aucune des formules de] I, H)

(3E)



/7
2 X4

Le « 4 » en systeme k9

C’est un « couple » (G, u)...
et le type réel d'implémentation

On peut définir 3 G

e 1 — AxxGu
caseuof la, x)pv=1u'

e . ‘
A vous de le découvrir en TD!

case (((,u)of (o, x) » v

—+ plo:=G,x:=u] >

Monde de Monde des

lalogique  programmes

type

formule

A-terme

pretve (programme)

élimination  (-réduction
des détours  (exécution)



Types abstraits

datatype formule = ..
abstype thm = T of formule

o eas thm =dao.
fun and intro (T F,T G:thm) (@ =a=a)A ("and_intro *)
=T (F /\ G) (a=a) A (* and_elim1 *)
fun and eliml (T (F /\ G):thm)
= T F
o ((formule, <Ax,y.XxAy, ...>) : thm

Comme en LCEF, notion de type abstrait:

Théoreme. Toute valeur de type thm est de
la forme T F ou F est démontrable.



T'ypes de données

* Encore mieux: on peut définir les types de données
habituels (nat, list(F), etc.) en systeme F

“ ... mais pas tous ceux de ML ou de Haskell quand
méme (on verra pourquoi apres)



Le type nat des entiers

«typedes»:a =«

¢ On définitnat=Va.(a= a)= (a =a)

. «typede 0 »: «
+ L'entier de Church [n] = Af,x.fi(x) : nat

+ Le récurseur: si u:F, v:nat = F = [, et w:nat,

Ruvw =111 - (w
(Az. <ov(712 2N z),s(72 z)>)
<u, [O-‘ >) e (~formule du prédécesseur)

¢ Ruv[0] =+ u Ruv[n+1] =g v[n|(Ruv|[n])
(voir exercice 39 du poly types.pdf)



Le type list(/) des listes de /7

«typedecons »: F = a =«

+ On définitlist(F)=Va.(F=a= o) = (¢ = o)

*onil — AC,YZ.TZ E IISt(F) « type de nil » :
cons=Aaq,l. Acn.ca(l acn): F = list(F) = list(F)

+ Le récurseur sur les listes... exercice!

(analogue a I’exercice 39 du poly types .pdf)



Un type pas de données

S Eupe wvoid = Y of (void —> void)

aelet 1 (fcvold=—void) s voidi= V. £

s let ro(vavaid) i (Void: = void)

= match v with
Ve =

* Note: « r o i est I'identité » (sémantiquement)
Ca vous dit quelque chose?



Un type pas de données

S Eupe wvoid = Y of (void —> void)

aelet 1 (fcvold=—void) s voidi= V. £

s let ro(vavaid) i (Void: = void)

= match v with
Ve =

* Permet un codage de tout le A-calcul (non typé) en
Caml... sans 1let rec!



Un type pas de données

+ type void = V of (void -> void)

e ket 4 - (Esvold->volid) : vold = V- f

» let r (vivoid) : (void -> void)

= match v with
V £ -> £

* let delta = i (fun x:void -> r x X)

let omega = r delta delta
... ne termine pas (or tout terme du systeme F termine)



Normalisation forte



Effacement, comme au premier ordre?

NS

L ax:E—x+F -
(Ax) 7 K5 X
RaPF I,x:F+x:F
I''ru:F=0G FFWF(E FJTFuKS(D
F I'ru:F=G l"l—v:F(:E) IxFEu:G - EesoC i Axpe E=iC
onc 'uv:G I'FAxu:F=G '

¥ F'u:Vvi.G T F=w:G =

enléy Tru:Va.F ME I-u:F V1) 4 I+ ue: Gli:=¢] F'EAT. 0¥ .G
1_' - uG s F[azc] r [ Aa A Va ; F (si i pas libre dans [aucune des formules de] I')
(si @ pas libre dans [aucune des formules de] T') . F—

E(P(é 17 l g (B) (Ax.u)v — u[x:=v]

B) (Ax.u) [x:=0]

; )0 — U|X=0 B) (Ai. — yli:=

E(Ai. 1) -E()| ) (a6 - sivc (B) (A e = uli
P T

Observation Mais que voudriez-vous effacer ici?
Si vous efftacez G, vous effacez tout... .

S]' u e Z) par \l”’ DI e s ST B NS S TR AN 4 1 e \|V/

Siu — v par (B), alors E(u) = E(v)



Candidats de réductibilité

+ ... candidats de réductibilité, comme en HA;

+ RED, = SN, REDr—c = REDr=REDg

REDv. . F={u | pour tout G, uG € REDFu.—q]}

“ Juste un petit souci: pourquoi ceci est-il
une définition valide? (par récurrence sur quoi?)

“ ... ben non, ¢ca n’est pas valide, et c’est irréparable

+ [1 va falloir une nouvelle idée!



Candidats de réductibilité

+ ... candidats de réductibilité, comme en HA;

+ RED, = SN, REDr—c = REDr=REDg

REDv. . F={u | pour tout G, uG € REDFu.—q]}

“ Prenons le type « faux » Va . a:

la définition de REDv, . » dépend de REDg
pour tous les types G (y compris « faux » lui-méme)

“ Aucun ordre bien fondé n’existe qui permette de faire
de ca une définition valide!



Sémantique ...

“ Vous vous souvenez de mon explication des candidats
de réductibilité comme valeurs de vérité particulieres?

X 4 RO S ~N1T SR Pa =
* Java L TTT 1 A~ DPET

* Ceq Mais ¢a, c’est bizarre, non? le donner une
sém.

* [a] = SN

[F=G] =[F] = [G]
[va . El =1z " peurtout G, uwG € [Fla=Gl]]

(Can’a aucun sens...



Sémantique a la Tarski...

“ Dans une sémantique a la Tarski,

on se don ement
e tel que get pas SN (« vrai »)! ur de vérité
pour toute Y

Eh, mais, ca, c’est une
définition valide par
* [ale = e(a)

récurrence sur la formule!
[F:G]]Q = [[F]]Q = [[G]]Q =R ' ~ TGFDL12,
[Va . F]p = infimum (« et ») des [Fl(p[a~S]),

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=7981479
lorsque S parcourt les valeurs de vérité




Sémantique a la Tarski-Girard

* [ale = o(a)

[F=G]e =[Fle = [G]e
e Bl =i pour tout candidat S,
u E[FI(e[a~S])}




En notation « RED »

* Les environnements @ s’appellent
des contextes de candidats C (de réductibilité)

X RED@C — 6(0()

REDp—c¢ = REDF=RED¢¢
REDve . r“ = {u | pour tout candidat S, u &€ REDg¢la-51}

* (Comparez:

[a]e = e(a)

[F=G]e =[Fle = [Gle

[Va . Flo = {u | pour tout candidat S, uCE[FI(e[a~S])})




|’ 1ironie du sort

“ Bien entendu, c’est Girard, pas Tarski, qui a inventé ca.

http: kouter.net/i i J Y Gi d.j
By George Bergman - The Oberwolfach photo collection, e S e R

https://opc.mfo.de/detail?photo id=6091,
GFDL 1.2,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=7981479



L’ opérateur 11

¢ REDv, £=1{u | pour tout candidat S,

u( € REDgla-s])

+ Autrement dit,

REDv, ¢ = I1(S » REDla-s]),

“ ou pour toute fonction f : candidats — candidats,

[1(f) = {u | pour tout candidat S,
ut- € f(S)}



(CR1)

» TI(H) = {u | pour tout candidat S, uC: € f(S))

» (CR1): pour toute f: candidats — candidats,
[1(f) © SN

+ En effet, pour tout u © H(f),

posons S = SN — car SN est un candidat
alors u' € f(S)

+ Comme f(S) candidat, u¢- € SN par (CR1) sur f(S).
Donc u € SN.




(CR2)

« TI(f) = {u | pour tout candidat S, u: € f(S))
+ (CR2): Siu €TI(f) et u — u’ alors u” € I'(f).

pour tout candidat S, ut: € f(S)

* Oru —u’

et f(S) candidat, donc u’ € f(S) par (CR2) sur f(S)

z Done i eele)




(CRS)

» TI(F) = {u | pour tout candidat S, uC; € f(S)}

» (CR3): Si u neutre et tous ses réduits en une étape u’
sont dans T1(f), alors u € T1(f).

(neutre=ne commengant ni par A )

pour tout candidat S,
les réduits en une étape de u' sont les u

J

# ... qui sont tous dans f(S) par hypothese
* Or ul est neutre, et f(S) candidat, donc u'- € f(S) par (CR3) sur f(S)
+ Donc u €T1(f). O



Candidats de réductibilité

X RED@C = C(OC)

RED=cct — REDLREDC

REDv, ¢ =T1(S » REDgla~5])
Qe ="l | pour tout candidat S, u. € f(S)})

“ Donc, par récurrence sur le type F:
Lemme B. Pour tout type F,
pour tout contexte de candidats ¢,

REDg est un candidat.



LLemmes utiles (1)

X RED@C = C(Of)

RED=cct — REDLREDC

REDv, ¢ =T1(S » REDgla~5])
Qe ="l | pour tout candidat S, u. € f(S)})

» Comme avant, mais pour tout contexte de candidats ¢:

+ Lemme C. Si (pour tout v € REDf, s[x:=v] € RED¢)
alors Ax.s € REDr-¢¢



lLemmes utiles (2)

# REDye ¢ = IT(S » REDgla-5])

(el el | pour tout candidat S, uC; € f(S)})
* Lemme C’. Si ( pour tout candidat S,
u € REDgCla» S)

alors u € REDvy, €

“ Pour tous G et S, on regarde les réduits en une étape

de (Aa . u)G... (en systeme F, — en F, c’est une tautologie)

* et on applique (CR3) + récurrence sur u le long de —.




(Quelques lemmes triviaux

“ Dans une sémantique a la Tarski,
On a tOUj OurS : By George Bergman - The Obérwolfach photo collection,

https://opc.mfo.de/detail?photo id=6091,

GFDL 1.2,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=7981479

» (Substitution.) [Fla:=G]le = [Fl(e|a » [G]P]
* (Liberté.) Si a pas libre dans F, [Fl(e[a » S]) = [Fle

(Récurrences triviales sur F.)



(Quelques lemmes utiles

* De méme, 1c1 nous avons:

+ Lemme S. REDr,—gI¢ = REDglar Sl ot S=REDgC¢

+ Lemme L. Si a pas libre dans F, REDgcla» 5l = RED§

(Récurrences triviales sur F.)



Normalisation forte

» Def: 8 € REDr¢ ssi pour tout x:F dans I, 6(x) € RED¢
+ O(ar) est un type pour tout a (en F,, pas F)

« Thm.siI' + u : G dérivable alors pour tout contexte ¢,

pour toute 6 € REDr¢, u6 € RED(¢".

+ Preuve: par récurrence sur la dérivationdeI' -~ u : G,

comme les dernieres fois;
on utilise la déf. de REDr_¢g¢ dans le cas de (=E),

le Lemme C pour (=), etc.
Deux cas nouveaux... (prochains transparents)



Normalisation forte

= Thm. siI' = u : G dérivable alors pour tout contexte ¢,

pour toute 0 € REDr¢, u6 € REDgC.

> CaS (VZE). Par h.I‘., u@ & REDV(X i FC. LB 8 e 2 (V2E)
I' - uG : Fla:=G]
p Pal‘ déf, u@ = REDFC[OC = 5] REDv, . ¢ ={u | pour tout candidat S,
. u; € REDgcle~sl}
ou S=RED¢” e — —

» Donc uBC=(u>)0 € REDfjy—gl¢ cmme® REPaear ZREDEE o S=REDe
= = o



¢ Thm.siT

+» Cas (V2]).

Normalisation forte

tout contexte C,

pou

e "
(V2D)
'-Aa.u:Va.F
i @ pas libre dans [ancune des formules d

pour tous contexte de la forme d{a » S],

+ Le., pour tolt ¢, pour tous S, ub & REDgcla» 5]

Lemme C'. Si (pour tout G et pour tout candidat S,

+» Donc u6 € REDv, . . ula:=G] € REDy<le» )

alors Aa . u € REDvy, . €



Normalisation forte

* Thm. Tout terme typable en systeme F
est fortement normalisable.

+ Voila!

« Ceci implique la cohérence de HA,...

UNE EXTENSION DE L’'INTERPRETATION
DE GODEL A L’ANALYSE, ET SON APPLICATION

A L’ELIMINATION DES COUPURES DANS

[ANALYSE ET LA THEORIE DES TYPES

Jean-Yves GIRARD
(8, Rue du Moulin d'Amboile, 94-Sucy en Brie, France)

. Ce travail comprend (Ch. 1-5) une interprétation de I’Analyse, exprimée
]e an'YveS Glr ard dans la logique intuitionniste, dans un systéme de fonctionnelles Y, décrit
. . : . Ch. 1, et qui est une extension du systéme connu de Godel [Gd]. En gros, le
http://ekouter.net/img/img/JeanYvesGirard. jpg systéme est obtenu par I'adjonction de deux sortes de types (respectivement
existentiels et universels, si les types construits avec - sont considérés comme
implicationnels) et de quatre schémas de construction de fonctionelles corres-
pondant & I'introduction et 4 I'élimination de chacun de ces types, ainsi que
par la donnée des régles de calcul (réductions) correspondantes.

| (AP Ty RO |17 GRS [EOGED BT T P i e Tt TR ) N R LR (TN DY (LR P Py T ey



Logique du 2nd ordre



= Logique du ler ordre + ...

* Formules atomiques A ::= Pfey, ..., en)
mais ici P/n peut étre quantifiée!

+ Formules F, G, ... :=A (formules atomiques)

F = G (comme en logique prop.)
Vi.F (premier ordre)

VP,,.F (second ordre)




Substitution

Ex: (P(n) = P(s(n))) [ P:=n~(« n se décompose en facteurs premiers » )]
= « n se décompose en facteurs premiers »
= « s(n) se décompose en facteurs premiers »

Substitution du 1er ordre: F[i:=¢] (comme d’habitude)

Substitution du 2nd ordre: F|P:=(i1, ..., i,)»G]
définie par récurrence sur F...

Cas important: si F = Pley, ..., en)
B b = Clir=e . 1, -]

Substitution du 2nd ordre, Substitution du ler ordre,
qu’on est en train de définir déja définie



Logique (minimale) du 2nd ordre

Logique
du premier (Ax)
ordre o=
intuitionniste)
Bt E= FI—U:F(\E) ILxFu:G o
I'Fuv:G I'FAxu:F=G
I'u:Vi.G I'Fu:G
, (VE) , ——— (vD)
I' - ue: Gli:=e] F'Ai.u:Vi.G
(si i pas libre dans [aucune des formules de] I')
I'-u:VPy,.F F=u:F
: : (V2E) (V21)
P uG BRG] EE AP, NP, F

(si P pas libre dans [aucune des formules de] I')



Réductons

(B Aenlo =yl =0
(B) (Ai.u)e— uli:=e
(B2) (AP . u)G — u[P:=(13, ..., i,)»G]

* Thm (normalisation forte). Les A-termes de preuve de
la logique du 2nd ordre normalisent fortement.

“ Preuve: par effacement du premier ordre...



Ettacement du ler ordre

(Ax)
e

EiE— G v :F I xw:EF -G

I'-uv:G [y =

oy steme B

TP F/ruz—“

(V2E) (V2I)
F=uG “EP— G] Edeadil 2l ok

(si P pas libre dans [aucune des formules de] I')




Normalisation forte

+ Observation clé: SiI' — u : F au 2nd ordre,

alors E(I') = E(u) : E(F) en systeme F.
* Siu — v par () ou (B2), alors E(u) — E(v) par ([3) ou (B?)

Siu — v par (B), alors E(u) = E(v) ) (.o — ulxmo]
(B) (Ai.u)e — uli=e]
; (BY) (AP )G — ulP:=(it, ..., in}G]
# Supposons I'  u : F au 2nd ordre, e
S — B

toute réduction infinie partant de u n’utilise qu'un nb. fini
de regles (3)+(B2)... car le systeme F termine

* A partir d'un certain rang, seulement (B)... qui termine.



Cohérence

* Thm. Les A-termes de preuve de la logique du 2nd
ordre normalisent fortement.

“ Corollaire. La logique du 2nd ordre est cohérente.

* (argument habituel:
pas de preuve en forme normale de - P()

et donc pas non plusde - L, ot L =VP/q. P().)



Arithmétique d ordre 2 (PAz, HAy)

ns les détails)



PAs = logique du 2nd ordre + ...

« Axiomes de Peano »
pour chaque

: (Refl) Vi.i~i formule F « V1. i+0=i

¢ (Subst) Vi, j . i=j = F(i) = F()) * Vi, j . i+s(j)=s(i+j)
(plus formellement, Vi, j . i=j = F = F[i:=j])

» V1. 1:0=0

» V1. -0=s(i) I
2 Vi sl S

o Vi, . s(i)s(j) = ixj pour chaque
formule F

» Principe de récurrence: F(0) = (Vj . F(j) = F(s(j))) = V. F(j)



Note

* PA, = arithmétique de Peano du 2nd ordre
= log. classique du 2nd ordre + Peano + récurrence

* HA, = arithmétique de Heyting du 2nd ordre
= log. intuitionniste du 2nd ordre + Peano + réc.

“ (est cette derniere que nous allons étudier

.. les stakhanovistes ajouteront
'opérateur C de Felleisen pour obtenir PA,!




HAZ: FeeE =3 F -

FEu =G FI—U:F(\E) IxF—u:G o

Bl s € A

BE Vi G st

| (VE) , ——— (V)

I' - ue: Gli:=e] P e G
(sii pas libre dans [aucune des formules de] I')

By NP —F I'-u:F

Ml (VE) (va1)

FEuG <PP=G v )0 E] APy . u: VP . G

(si P pas libre dans [aucune des formules de] I')

(Reflo) Fl"U,ZFl F1 (—)N F2 ((_)*)
'Frg:0=0 Thu:F, N

_|_

F'Fu:F[i:=0] Tkv:Vj:Fli:=j]= Fli:=8(j)]

(Rec)
'+ Ruvt : Fli := ]




l.a 1ere astuce de Girard

+ La cohérence de HA» (ou de PA») se raméne

(de facon finitiste) a celle de la logique du 2nd ordre

« Astuce (relativisation): on remplace chaque formule
quantifiée du ler ordre

Vi.G Un entier, c’est un objet e
par sa relativisée: qui vérifie un
/i na Principe de recurrence local

+ ou nat(e) abrege: VP,1 . (Vj. P(j) = P(s(j))) = P(0) = P(e)



l.a 1ere astuce de Girard

la relativisée de F

« Girard observe que si - F prouvable en HA,, alors

9, |
* NOwes LS\ S ECFCIA™77™="<""TCICL/X 77

I “/\1/T-‘\ nnj- ““““““““ 1/\1/\

Donc si la logique du 2nd ordre + ax. Peano est
cohérente, alors HA» aussi

1 =VP/.P() 1l=Va.«a




Ettacement du ler ordre

(la 2¢me astuce de Girard)

* Mais, par effacement du premier ordre,
les A-termes de preuve de la logique du 2nd ordre + ax.
de Peano (qui disparaissent tous!) terminent

(Ca marche aussi avec (Reflp) + preuve modulo (—*v) a la place des axiomes de Peano.)

# Par un argument usuel d’examen de formes normales,
cette derniere est cohérente.

+ Donc HA» aussi!



Cohérence de I'arithmétque

* Thm. Il n"y a pas de preuve de + 1 en HA.

« Par le second théoreme d’incomplétude de Godel, ce
théoreme n’est pas démontrable en HA» (ou en PA»).

“ En particulier, notre preuve n’est pas finitiste
(codable en PA1)

Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia
Mathematica und verwandter Systeme I".
Von Kurt Godel in Wien.

1.

Die Entwicklung der Mathematik in der Richtung zu
Exaktheit hat bekanntlich dazn gefiihrt, daB weite Gebiete
fofmalisiert wurden, in der Art, daf das Beweisen nac
wenigen mechanischen Regeln vollzogen werden kann. Die
sondsten derzeit aufgestellten formalen Systeme sind das Sy
Principia Mathematica (PM)®) einerseits, das Zermelo-Fr
sche (von J.v. Nemmann weiter ausgebildete) Axiomensys
Mengenlehres) andererseits. Diese beiden Systeme sind so v
alle heute in der Mathematik angewendeten Beweismethoden
formalisiert, d. h. anf einige wenige Axiome uud SchluBregeln
gefithrt sind. Es liegt daher die Vermutung nahe, daf diese
und Schlufiregeln dazm ausreichen, alle mathematischen Fra,
gich in den betreffenden Systemen iiberhanpt formal aus
lasgen, anch zu entscheiden, Im folgenden wird gezeigt,

Par Auteur inconnu — Familienalbum der Familie Godel,

S B Ty SR T , nicht der Fall ist, sondern dab es in den beiden ang
Kurt Godel - Logische Paradoxien und mathematische Wahrheit, S.24, Systomen sogar relatiy einfacho Probleme aus der Theorie
Domaine public, wohnlichen ganzen Zahlen gibt¢),” die sich aus den Axiome

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=10595692



(Quoi de finitste dans notre preuve?

+ C’est quelque chose dans notre preuve de terminaison
qui ne l'est pas... mais quoi?

+ BEvidemment, la notion d’ensemble RED¢...

mais ce n’est pas si simple.

» Au lieu d’écrire ‘soit u € REDr_g’

on peut ecrire
‘soit u tel que (pour tout v € RED#, uv € REDg’)

et...



(Quoi de finitiste dans notre preuve?

(a, c’est du 2nd ordre,

pas du ler ordre
+» Et au lieu d’écrire ‘soit u € REDvy,

on peut ecrire

‘soit u tel que ( pour tout candidat S,
u(; € REDgllarsly

et par récurrence sur le type, éliminer toute mention
d’ensembles REDg¢



(Quoi de finitste dans notre preuve?

“ En fait, si je vous donne une dérivation
d'un jugement fixé I' ~ u : F en HA,,

“ je peux vous refaire toute la preuve
que u est fortement normalisant...

+» en inlinant toutes les mentions d’ensembles REDsC et
SN

“ et cette preuve est formalisable en HA>



(Quoi de finitiste dans notre preuve?

+ La seule chose non formalisable en HA» dans notre

preuve cest

a quantification universelle:

pour tout j

ugement ]l + u : F en HA, u termine.

* Phénomene bien connu (depuis Godel): HA»

n’est pas w-complete:
il existe une propriété P telle qu’on peut prouver P(0),

P Pl

... (pour tout entier 1), mais pas Vi . P(i)



Curry-Howard

“ Ce que nous dit notre formalisation de HA», c’est que:
les fonctions de N dans N prouvablement totales en HA»
sont celles codables en A-calcul typé en systeme F

—+ récurrence primitive a tousles types —

Pas besoin!
(1ére astuce de Girard)



Note: « 4 » en logique du 2nd ordre

“ ... est définissable, comme en systeme F:
.= e (WP B )

“ et pareil pour le « et », le « ou », le « non »,
le s du”premier ordre, ete:



+ Alor

Fonctions provablement totales

Eh oui,
2o Une nat=Voa. (e = a)= (@ = a) (systeme F)
est ’effacement du premier ordre

telle du principe de récurrence local
nat(e) = VP . (Vj. P(j) = P(s(j))) = P(0) = P(e)

— u: Vi nat(i) = 3j . nat(j) A rel(R(i,j))
en lhgique du 2nd ordre + axiomes de Peano.

“ Par etfacement du premier ordre, on obtient un terme

— E(u) : nat = nat A E(rel(R(i,j))) typé en systeme F



Fonctions provablement totales

* Par etffacement du premier ordre, on obtient un terme

— E(u) : nat = nat A E(rel(R(i,j))) typé en systeme F

+ et doncun terme — Ax . Ti(E(u)(x)) : nat = nat

* On peut montrer que pour tout entier i,

(e B )ET e
ou - R(i,j) est prouvable en HA..

+ (La preuve est donnée par une forme normale d"une preuve
obtenue en appliquant u : Vi . nat(i) = 3j . nat(j) A rel(R(i,j))
aietaune preuve de - "i" : nat(i) en logique du 2nd ordre.)



Fonctions provablement totales

“ Réciproquement, si - u : nat = nat clos et
typé en systeme F, alors:

& pourtoufentiec il existe unentierjt.g. u"il—=" il
prouvablement en HA»:
— la réduction u"i' —=*

pr ouvablement en HA (voir argument d’inlining des RED)

... termine,

— une forme normale close de type nat
est un entier de Church (a un détail pres, voir TD)

* y définit donc une fonction prouvablement totale en HA,.
(Je rappelle: jomets quelques détails...)



Vers I'infin1 et au-dela



Arithmétque d’ordre

“ Ou l'on quantifie aussi sur des relations entre relations
(topologies, tribus, ...), sur des relations entre relations
entre relations, etc.

“ Voir section 4.5 du poly types.pdf

* La normalisation forte n’est pas si compliquée: on
construit juste un modele intuitif...
a part que les valeurs de vérité sont les candidats



Attention!

» Tout ¢a finit par donner I'impression que pour toute

logique, un argument par candidats va en montrer la
cohérence: non!

» Par exemple, la théorie naive des ensembles
(intuitionniste)

FFu:te{i| F} C'kwu: Fli:=t
, (eE) : (eI) Le paradoxe de Russell (version intuitionniste)
C'Feu: Fli =t CFequ:te{i| F} . .
[ e e el

z:-(Aed)bx: F(A)( ) x:AsAl—x:Ae{H—l(isi)}(A;'
r:(AeA)Fex:Ac A 2 r:AcAlFex:(AcA) (eE)

(€
.. estincohérente .~ i nr.c0 L Y (=E)
(=

r:AcAlFeixx: L

— D | (=)
x - x(eqx): 7 —(Ae A) FAx-eixx:—(AeA)

F (A\z - z(e2z))( Az - e1zx) ¢ L

(=E)



Attention!

* Tout ¢a finit par donner I'impression que pour toute
logique, un argument par candidats va en montrer la
cohérence: non!

“ Un contre-exemple plus vicieux:
le systeme U- (logique d’ordre w polymorphe)
est incohérent (Coquand, 1994)

https://www.ihes.fr/wp-content/uploads/2019/12/t coquand web-1.jpg



La prochaine fois

* Nous parlerons de quelques stratégies
d'implémentation du lambda-calcul

* (machines de Krivine, calculs a substitutions explicites)
“ notamment comment gérer 1’alpha-renommage

* ... mais on ne fera pas beaucoup de pratique, et on se
reposera tres vite quelques questions théoriques.



